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КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА В ПОЛУПЛОСКОСТИ
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Аннотация: Получены точные оценки снизу верхних пределов отношений неван-
линновских характеристик дельта-субгармонической в верхней полуплоскости функ-
ции.
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1. Метод изучения асимптотических свойств целых и мероморфных функ-
ций, основанный на использовании коэффициентов Фурье ln |f(reiθ)| как функ-
ции от θ, начал использоваться в 60-е гг. Л. Рубелом и Б. Тейлором [1]. В
частности, этим методом Д. Майлз и Д. Шиа [2] решили некоторые экстре-
мальные задачи в заданных классах мероморфных функций. Аналогичные
утверждения мы доказываем для функций, определенных в верхней полуплос-
кости комплексного переменного. При этом мы рассматриваем классы дельта-
субгармонических функций. Своеобразие полуплоскости проявляется уже в
том, что рассматриваются две характеристические функции N(r, v) и N1(r, v).

Обозначим через C+ = {z : Im z > 0} верхнюю полуплоскость, G+ = G∩C+,
C(a, r) = {z : |z − a| < r}, D+(r1, r2) = C+(0, r2)\C+(0, r1) (r1 < r2). Ниже
чеpез A, B, . . . будем обозначать положительные константы, котоpые могут
изменяться.

Функция v называется истинно субгармонической в C+, если v — субгармо-
ническая функция в C+ и lim

z→t,z∈C+
v(z) ≤ 0 для любого вещественного числа t.

Класс таких функций обозначим через JS, класс истинно δ-субгармонических
функций — через Jδ = JS − JS. Функция v ∈ Jδ характеризуется своей
полной мерой λ = λv [3], которая определяется ее риссовой мерой и предель-
ными значениями на вещественной оси. Положим λk(r) = λk(C+(0, r)), где
dλk(ζ) = sin kϕ

sin ϕ τk−1 dλ(ζ) (ζ = τeiϕ, функция sin kϕ
sin ϕ при ϕ = 0, π определяет-

ся по непрерывности). Будем использовать формулу Карлемана в следующей
записи:

1
rk

π∫
0

v(reiϕ) sin kϕ dϕ =

r∫
r0

λk(t)
t2k+1

dt +
1
rk
0

π∫
0

v(r0e
iϕ) sin kϕ dϕ, (1)
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k = 1, 2, . . . , r0 < r. Пусть V (r) := rρ(r), где ρ(r) — уточненный порядок,
lim

r→∞
ρ(r) = ρ > 0. Для функции v ∈ Jδ введем следующие характеристики:

m(r, v) :=
1
r

π∫
0

v+(reiϕ) sinϕ dϕ, N1(r, v) :=

r∫
r0

λ−(t)
t2

dt,

N(r, v) :=

r∫
r0

λ−(t)
t3

dt(ρ > 1), N(r, v) :=

r∫
r/2

λ−(t)
t3

dt (ρ ≤ 1),

T (r, v) := m(r, v) + N(r, v) + m(r0,−v) (ρ > 1),

T (r, v) := m(r, v) + N(r, v) + m
(r

2
,−v

)
(ρ ≤ 1).

Определение. Функция v ∈ Jδ называется функцией нормального типа
относительно уточненного порядка ρ(r), если существует A > 0, зависящее от
v, такое, что T (r, v) ≤ AV (r)/r для всех r > r0.

Класс таких функций обозначим чеpез Jδ(ρ(r)).
Коэффициенты Фурье функции v ∈ Jδ опpеделяются обычным обpазом:

ck(r, v) :=
2
π

π∫
0

v(reiθ) sin kθ dθ, k = 1, 2, . . . .

Фоpмулу (1) можно записать в виде

ck(r, v) = αkrk +
2rk

π

r∫
r0

λk(t)
t2k+1

dt, k = 1, 2, . . . , (2)

где αk = r−k
0 ck(r0, v). Отсюда интегpиpованием по частям получаем

ck(r, v) = αkrk +
rk

πkr2k
0

∫∫
C+(0,r0)

sin kϕ

Im ζ
τk dλ(ζ)

+
rk

πk

∫∫
D+(r0,r)

sin kϕ

τk Im ζ
dλ(ζ)− 1

rkπk

∫∫
C+(0,r)

sin kϕ

Im ζ
τk dλ(ζ). (3)

Пусть m2(r, v) — L2-норма функции v по полуокружности {reiθ : 0 ≤ θ ≤ π}.
В работе доказаны две теоремы.

Теорема 1. Пусть v ∈ Jδ(ρ(r)), lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 0. Тогда

lim
r→∞

N1(r, v) + N1(r,−v)
m2(r, v)

≥ | sinπρ|
ρ(ρ + 1)

1√
1− sin 2πρ

2πρ

(4)

и это неравенство точное, т. е. для некоторой функции v ∈ Jδ(ρ(r)) в (4) имеет
место равенство.
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Теорема 2. Пусть v ∈ Jδ(ρ(r)), lim
r→∞

ρ(r) = ρ > 1. Тогда

lim
r→∞

rN(r, v) + rN(r,−v)
m2(r, v)

≥ | sinπρ|
|ρ− 1|(ρ + 1)

1√
1− sin 2πρ

2πρ

(5)

и это неравенство точное, т. е. для некоторой функции v ∈ Jδ(ρ(r)) в (5) имеет
место равенство.

2. Докажем вначале некоторые вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть функция v принадлежит Jδ(ρ(r)), λ — ее полная мера.
Если lim

r→∞
|λ|(r)/(rV (r)) = 0, то ρ — целое число.

Доказательство. Если выполнены условия леммы, то lim
r→∞

rN(r, v)/V (r)

= 0. Поэтому порядок функции T (r, v) определяется слагаемым m(r, v). Для
его оценки воспользуемся представлением функции v [3]:

v(z) =
1
2π

∫∫
C+(0,r0)

K0(z, ζ) dλ(ζ) +
1
2π

∫∫
CC+(0,r0)

Kp(z, ζ) dλ(ζ) +
p∑

k=1

dk Im zk, (6)

где p = [ρ], dk — константы (k = 1, . . . , p),

Kp(z, ζ) =
1

Im ζ
Re

[
ln

z − ζ

z − ζ̄
+

p∑
k=1

zk

k

(
1
ζk
− 1

ζ̄k

)]
(при p = 0 cумма считается равной нулю).

Заметим [3], что первый интеграл I1(z) в правой части (6) ограничен сверху.
Для оценки второго интеграла I2(z) представим его в виде суммы:

I2(z) =
1
2π

∫∫
D+(r0,2r)

Kp(z, ζ) dλ(ζ) +
1
2π

∫∫
CC+(0,2r)

Kp(z, ζ) dλ(ζ) = I21(z) + I22(z),

где z = reiθ. Воспользовавшись разложением в ряд Фурье:

ln
∣∣∣∣z − ζ

z − ζ

∣∣∣∣ =


2
∞∑

n=1

rn

nτn
sinnθ sinnϕ, r < τ,

2
∞∑

n=1

τn

nrn
sinnθ sinnϕ, τ < r,

и элементарным неравенством∣∣∣∣ zk

k Im ζ

(
1
ζk
− 1

ζ̄k

)∣∣∣∣ ≤ 2rk

τk+1
,

получаем
π∫

0

(I21(reiθ) sin θ dθ ≤ 1
2

2r∫
r0

d|λ|(τ)
τ

+ 4
p∑

k=1

rk

2r∫
r0

d|λ|(τ)
τk+1

= o(V (r)) (r →∞).

Аналогично неравенство |Kp(z, ζ)| ≤ 4rp+1/τp+2, τ ≥ 2r [3], влечет оценку

|I22(reiθ)| ≤ 2
π

∞∫
2r

rp+1

τp+2
d|λ|(τ) = o(V (r)) (r →∞).

Таким образом, порядок функции v определяется степенью гармонического
полинома в правой части (6). Так как p ≤ ρ, то p = ρ.
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Лемма 2. Если v ∈ Jδ(γ(r)), то для всех k > ρ

ck(r, v) = −2rk

π

∞∫
r

λk(t)
t2k+1

dt. (7)

Доказательство. Утверждение леммы следует из формулы (2), если за-
метить, что при k > ρ lim

r→∞
V (r)/rk = 0 и что если v ∈ Jδ(ρ(r)), то [4] |ck(r, v)| ≤

AV (r) (k = 1, 2, . . . ).

Из (7) интегрированием по частям для k > ρ получаем

ck(r, v) = − 1
πkrk

∫∫
C+(0,r)

sin kϕ

Im ζ
τk dλ(ζ)− rk

πk

∫∫
|ζ|≥r

sin kϕ

Im ζ

dλ(ζ)
τk

. (8)

3. Докажем теоремы 1 и 2. Приступим к доказательству теоремы 1. Пусть
ρ — нецелое число. В случае целого ρ теорема очевидна. Определим меру λ̃
равенством λ̃ = |λ|. Используя (8), приходим к неравенству

|ck(r, v)| ≤ 1
πrk

r∫
0

tk−1 dλ̃(t) +
rk

π

∞∫
r

dλ̃(t)
tk+1

(k > ρ).

Интегрированием по частям выводим оценку

|ck(r, v)| ≤ (k + 1)rk

π

∞∫
r

λ̃(t)
tk+2

dt− k − 1
rkπ

r∫
0

tk−2λ̃(t) dt. (9)

Положим N1(r) =
r∫

r0

λ̃(t)
t2 dt. Функции N1(r) и λ̃(r) имеют один и тот же порядок

роста. Следовательно, по лемме 1 порядок N1(r) равен ρ. Из (9) при k > ρ
получим

|ck(r, v)| ≤ (k + 1)rk

π

∞∫
r

dN1(t)
tk

− k − 1
rkπ

r∫
0

tk dN1(t)

=
k

π

(k − 1)

r∫
0

(
t

r

)k
N1(t)

t
dt + (k + 1)

∞∫
r

(r

t

)k N1(t)
t

dt

− 2k

π
N1(r). (10)

При [ρ] 6= 0 и 1 ≤ k ≤ [ρ] из (3) вытекает неравенство

|ck(r, v)| ≤ rk

|αk|+
2

πr2k
0

r0∫
0

tk−1 dλ̃(t)

 +
1
π

r∫
r0

[(r

t

)k

−
(

t

r

)k]
dλ̃(t)

t
.

Отсюда двукратным интегрированием по частям для всех k, 1 ≤ k ≤ [ρ],
получается неравенство

|ck(r, v)| ≤ rkγk +
2k

π
N1(r) +

k

π

(k − 1)

r∫
r0

[(
r

t

)k

−
(

t

r

)k]
N1(t)

t
dt
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+ 2

r∫
r0

(
r

t

)k
N1(t)

t
dt


γ = |αk|+

2
πr2k

0

r0∫
0

tk−1 dλ̃(t) +
λ̃(r0)
πrk+1

0

 . (11)

Пусть ε > 0 — фиксированное число. Применяя лемму о пиках Пойя для
функций N1(r), rρ−ε, rρ+ε, найдем последовательность {rn}, lim

n→∞
rn = ∞, та-

кую, что

N1(t) ≤
(

t

rn

)ρ−ε

N1(rn), 0 < t ≤ rn, N1(t) ≤
(

t

rn

)ρ+ε

N1(rn), rn ≤ t. (12)

Используя неравенства (10)–(12), получаем

|ck(rn, v)| ≤ rk
nγk +

2k

π
N1(rn)

{
k2 + ρ− ε

(ρ− ε)2 − k2
+ 1

}
(1 ≤ k ≤ [ρ]),

|ck(rn, v)| ≤ 2k

π
N1(rn)

{
k2 + ρ− εk

(k − ε)2 − ρ2
− 1

}
(k > [ρ]).

Из неравенства (12) вытекает, в частности, что r
[ρ]
n = o(N1(rn)) при n →∞.

Из произвольности ε следует, что

lim
n→∞

|ck(rn, v)|
N1(rn)

≤ 2k

π

ρ2 + ρ

|k2 − ρ2|
, k = 1, 2, . . . .

Учитывая равенство Парсеваля, приходим к неравенству

lim
r→∞

m2(r, v)
N1(r)

≤

{ ∞∑
k=−∞

2k2

π2

(ρ2 + ρ)2

|k2 − ρ2|2

} 1
2

=
{

ρ2(ρ + 1)2

sin2 πρ

(
1− sin 2πρ

2πρ

)}1/2

.

(13)
Так как N1(r) = N1(r, v) + N1(r,−v), из (13) получаем (4).

Пример. Пусть v — субгармоническая в полуплоскости функция с риссо-
вой мерой, равной нулю, и граничной мерой dν(t) = tρ dt, t > 1, ρ > 0 —
нецелое число и α = 0, k = 1, 2, . . . , q = [ρ]. Такую функцию можно построить,
используя представление (6). Для нее оценка (4) точна. Если ρ — натуральное
число, то эта оценка достигается для функции v(z) = Im zρ.

Теорема 1 полностью доказана.
Доказательство теоремы 2 напоминает доказательство теоремы 1.

Пусть ρ > 1 — нецелое число. В случае целого ρ неравенство очевидно. Опре-
делим меру λ̃ равенством λ̃ = |λ|. В силу (9), как и при доказательстве (10),
получаем при k > ρ

|ck(r, v)| ≤ k2 − 1
π


r∫

0

(
t

r

)k

N(t) dt +

∞∫
r

(r

t

)k

N(t) dt

− 2k

π
rN(r), (14)

где

N(r) =

r∫
r0

λ̃(t)
t3

dt, λ̃ = |λv|.

По лемме 1 функция rN(r) имеет порядок ρ.
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При 1 ≤ k ≤ [ρ] из (3) имеем

|ck(r, v)| ≤ rkγ̃k +
2k

π
rN(r) +

k2 − 1
π


r∫

r0

[(r

t

)k

−
(

t

r

)k]
N(t) dt

 . (15)

Пусть ε > 0 — фиксированное число. Применяя лемму о пиках Пойя и
неравенства (14), (15), найдем последовательность {rn}, lim

n→∞
rn = ∞, такую,

что

|ck(rn, v)| ≤ rk
nγk +

2k

π
rnN(rn)

{
k2 − 1

(ρ− ε)2 − k2
+ 1

}
,

если 1 ≤ k ≤ [ρ], и

|ck(rn, v)| ≤ 2
π

rnN(rn)
{

(k2 − 1)(k − ε)
(k − ε)2 − ρ2

− k

}
,

если k > [ρ]. Отсюда находим

lim
n→∞

|ck(rn, v)|
rnN(rn)

≤ 2k

π

ρ2 − 1
|k2 − ρ2|

, k = 1, 2, . . . .

Используя равенство Парсеваля, приходим к неравенству

lim
r→∞

m2(r, v)
rN(r)

≤

{ ∞∑
k=−∞

2k2

π2

(ρ2 − 1)2

|k2 − ρ2|2

} 1
2

.

Суммируя ряд с помощью вычетов, получаем утверждение теоремы 2. Точность
оценки достигается для функции, приведенной выше в примере.

4. Приведем следствие, относящееся к аналогу проблемы Неванлинны для
полуплоскости. Для δ-субгармонической в C+ функции v при ρ > 1 обозначим

κ(v) = lim
r→∞

N(r, v) + N(r,−v)
T (r, v)

.

Если v — истинно субгармоническая функция, то δ(v) = 1− κ(v), где

δ(v) = lim
r→∞

m(r,−v)
T (r, v)

.

Учитывая формулу Карлемана (1) при k = 1, имеем

m2(r, v) ≥ m1(r, v) ≥ r[m(r, v) + m(r,−v)]

= 2rT (r, v)− r(N(r, v) + N(r,−v) + m(r0, v) + m(r0,−v)).

Таким образом,

κ(v)
2− κ(v)

= lim
r→∞

N(r, v) + N(r,−v) + m(r0, v) + m(r0,−v)
2T (r, v)−N(r, v)−N(r,−v)−m(r0, v)−m(r0,−v)

≥ lim
r→∞

rN(r, v) + rN(r,−v)
m2(r, v)

.

Используя (5) и неравенство√
1− sin 2πρ

2πρ
≤ 1 +

1
4πρ

,
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находим

κ(v) ≥ 1
1
2 + 1

8πρ + | sin πρ|
2(ρ2−1)

| sinπρ|
ρ2 − 1

.

Поскольку
1
2

+
1

8πρ
+

| sinπρ|
2(ρ2 − 1)

≤ 2π2 + 4π + 1
8π

,

получаем неравенство

κ(v) ≤ 8π

2π2 + 4π + 1
| sinπρ|
ρ2 − 1

, ρ > 1.

В заключение отметим неравенство (2π2 + 4π + 1)/8π < 1.4, из которого
следует оценка

κ(v) ≥ 0.7
| sinπρ|
ρ2 − 1

, ρ > 1.
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