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О НЕРАВЕНСТВАХ С МЕРАМИ ТИПА ТЕОРЕМ

ВЛОЖЕНИЯ СОБОЛЕВА НА ОТКРЫТЫХ

МНОЖЕСТВАХ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОСИ

Д. В. Прохоров, В. Д. Степанов

Аннотация: Для произвольных борелевских мер µ и ν на открытом множестве

действительной оси рассмотрены пространства типа Соболева
◦

W 1
p,r(µ, ν) и получе-

ны необходимые и достаточные условия их вложения в лебеговские пространства
Lq(λ).
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Введение

Пусть Ω ⊆ R — произвольное открытое подмножество действительной оси,
λ, µ и ν — локально конечные невырожденные борелевские меры на Ω. В работе
рассматривается неравенство(∫

Ω

|f |q dλ

) 1
q

≤ C

[(∫
Ω

|f ′|p dµ

) 1
p

+
(∫

Ω

|f |r dν

) 1
r
]
, (1)

где 0 < p, r, q < ∞ и f — произвольная бесконечно дифференцируемая функция
с компактным носителем в Ω, а положительная константа C не зависит от f .

Неравенство (1), характеризующее вложение пространства типа Соболева
в лебеговское пространство и играющее заметную роль в различных задачах
теории функций и спектральной теории дифференциальных операторов, изу-
чалось (в том числе в многомерном случае) многими авторами, см., например,
монографии [1–4].

Обозначим через
◦

W 1
p,r :=

◦
W 1

p,r(µ, ν) замыкание множества D(Ω) бесконечно
дифференцируемых финитных функций с носителями в Ω по (квази)норме

‖f‖W 1
p,r

:=
(∫

Ω

|f ′|p dµ

) 1
p

+
(∫

Ω

|f |r dν

) 1
r

.

Очевидно, что
◦

W 1
p,r ⊆ W 1

p,r, где W 1
p,r := W 1

p,r(µ, ν) — пространство всех абсолют-
но непрерывных функций, заданных на Ω, с конечной (квази)нормой ‖ · ‖W 1

p,r
.
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Пусть Lq(λ) — пространство всех λ-измеримых функций f на Ω с конечной

(квази)нормой ‖f‖q :=
(∫
Ω

|f |q dλ
) 1

q .

Впервые критерий вложения
◦

W 1
p,r ↪→ Lq(λ) для случая 1 ≤ r ≤ p ≤ q < ∞,

dµ(x) = dx и Ω ⊂ RN был получен В. Г. Мазьей [5, 2, теорема 2.3.7]. Этот
критерий базируется на понятии емкости (см. ниже лемму 5) и, вообще гово-
ря, трудно проверяем. Явный критерий вложения W 1

p,r ↪→ Lq(λ) для случая
абсолютно непрерывных мер λ, µ и ν (трехвесовое неравенство) при 1 < p = r,
q < ∞, Ω = (a, b) ⊂ R найден Р. Ойнаровым [6]. При этом использовался
альтернативный подход через функцию Отелбаева [3], который, в частности,
позволяет сводить неравенства (1) к неравенствам с модифицированным инте-
гральным оператором Харди [7]. Качество критерия в данном круге вопросов
играет важную роль. Оно заметно сказывается, например, при исследовании за-
дач о поведении аппроксимативных и энтропийных чисел операторов вложения.
Вместе с тем из одного результата В. Г. Мазьи [2, § 2.2.2, лемма 2] вытекает, что
для абсолютно непрерывной меры µ в одномерном случае емкость раскрывается
в явном виде, поэтому критерий может быть улучшен. При 1 < p = r ≤ q < ∞
и dµ(x) = dx это показано в [8]. Более того, один из результатов настоящей
статьи утверждает (§ 1), что емкость в одномерном случае, грубо говоря, иг-
норирует сингулярную часть меры, выражаясь только через абсолютно непре-
рывную часть. В связи с этим емкостные критерии типа В. Г. Мазьи, которые
мы устанавливаем в § 2, следуя идейной стороне работы [8], с одной стороны,
приобретают более простой вид в случае 1 < p ≤ q < ∞, 0 < r ≤ q (§ 3), с дру-
гой — позволяют обобщить результаты Р. Ойнарова на случай произвольных
мер.

Всюду в статье χE обозначает характеристическую функцию (индикатор)
множества E ⊆ R, N := {1, 2, . . . }, Z := {. . . ,−1, 0, 1, . . . }, p′ = p/(p − 1) при
1 < p < ∞. Мы пишем A � B, если A ≤ cB, и A ≈ B, если A � B � A, где
константы c могут быть различными в разных местах, зависящими только от
p, q, r. Неопределенности 0 ·∞ полагаются равными нулю, а значок • отмечает
окончание доказательства.

1. Особенности емкости на действительной оси

Для каждой пары открытых множеств g, G ⊆ Ω таких, что замыкание ḡ
компактно в G, мы пишем ḡ ⊂ G ⊆ Ω и полагаем

F (g,G) := {f ∈ D(Ω) : f(x) = 1 в g, 0 ≤ f(x) ≤ 1 в G \ g, f(x) = 0 в Ω \G}.

Пусть F 1
p,µ(g,G) — замыкание F (g,G) относительно

(∫
Ω

|f ′|p dµ
) 1

p , и определим

емкость равенством

capp,µ(g,G) := inf
{∫

Ω

|f ′|p dµ : f ∈ F (g,G)
}

.

Очевидно, что

capp,µ(g,G) := inf
{∫

Ω

|f ′|p dµ : f ∈ F 1
p,µ(g,G)

}
.

Следующие две леммы, а также лемма 4 при dµ(x) = dx и 1 < p < ∞
получены в [8].
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Лемма 1. Пусть p > 0, G := (A,B) ⊂ Ω, g — открытое множество такое,
что g компактно в G и

a0 := inf
x∈g

x, b0 := sup
x∈g

x, g◦ := (a0, b0).

Тогда
capp,µ(g,G) = capp,µ(g◦, G).

Доказательство. Вложение F (g◦, G) ⊂ F (g,G) влечет неравенство для
емкостей capp,µ(g,G) ≤ capp,µ(g◦, G). Для доказательства обратного неравен-
ства заметим, что для каждой функции f ∈ F (g,G) существует f̃ ∈ F (g◦, G)
такая, что f̃(x) = 1 на g◦ и f̃(x) = f(x) на Ω \ g◦, для которой

capp,µ(g◦, G) ≤
∫
Ω

|f̃ ′|p dµ ≤
∫
Ω

|f ′|p dµ.

Взяв инфимум правой части по всем f ∈ F (g,G), получим требуемое. •

Лемма 2. Пусть p > 0, Gi := (Ai, Bi) ⊂ Ω, i ∈ N, Gi ∩ Gj = ∅ для j 6= i,
G :=

⋃
i

Gi и g — открытое множество такое, что ḡ компактно в G. Тогда

capp,µ(g,G) =
∑

i

capp,µ(gi, Gi),

где gi := g ∩Gi.
Доказательство. Сначала заметим, что ḡi компактно в Gi. Из свойств

инфимума для любого n ∈ N имеем

capp,µ(g,G) = inf
f∈F(g,G)

∫
Ω

|f ′|p dµ ≥
n∑

i=1

inf
f∈F(g,G)

∫
Gi

|f ′|p dµ

≥
n∑

i=1

inf
{∫

Gi

|h′|p dµ : h ∈ F 1
p,µ(gi, Gi)

}
=

n∑
i=1

capp,µ(gi, Gi).

Последнее неравенство выполнено в силу того, что fχGi принадлежит классу
F 1

p,µ(gi, Gi) для любой f ∈ F (g,G). Следовательно, установлена оценка

capp,µ(g,G) ≥
∑

i

capp,µ(gi, Gi).

Далее пусть
∑
i

capp,µ(gi, Gi) < ∞. Зафиксируем произвольное ε > 0 и набор

{fi} функций таких, что fi ∈ F (gi, Gi) и

capp,µ(gi, Gi) >

∫
Ω

|f ′i |p dµ− ε2−i.

Тогда f̃ :=
∑
i

fi ∈ F (g,G) и существует такое натуральное N , что

∑
i≥N

∫
Ω

|f ′i |p dµ < ε.
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Из приведенных оценок следует, что при n > N

0 ≤ capp,µ(g,G)−
n∑

i=1

capp,µ(gi, Gi) ≤
∫
Ω

|f̃ ′|p dµ−
n∑

i=1

(∫
Ω

|f ′i |p dµ− ε2−i

)
≤ 2ε.

Лемма доказана. •

По теореме Лебега о разложении [9, теорема I.14]

dµ(x) = v(x)dx + dµs(x),

где v ∈ L1
loc(Ω) и mes(suppµs) = 0. Иногда для удобства будем писать dµa(x) :=

v(x)dx.

Лемма 3. Пусть p > 0, g := (a, b), G := (A,B) ⊂ Ω и ḡ компактно в G.
Тогда

capp,µ(g,G) = capp,µa
(g,G).

Доказательство. Неравенство

capp,µ(g,G) ≥ capp,µa
(g,G)

очевидно. Покажем обратное. Обозначив

F̃ (g,G) := {f ∈ F (g,G) : f ↗ на (A, a), f ↘ на (b, B)},

заметим, что

capp,µ(g,G) = inf
{∫

Ω

|f ′|p dµ : f ∈ F̃ (g,G)
}

.

То, что левая часть не превосходит правую, очевидно. Обратное неравенство
следует из оценок для произвольной f ∈ F (g,G):∫

Ω

|f ′|p dµ ≥
∫
Ω

|f̃ ′|p dµ ≥ inf
{∫

Ω

|h′|p dµ : h ∈ F̃ 1
p,µ(g,G)

}
,

где F̃ 1
p,µ(g,G) — замыкание F̃ (g,G) по

(∫
Ω

|f ′|p dµ
) 1

p , а

f̃(x) = sup
s∈[A,x]

f(s)χ(A, 1
2 (a+b)](x) + sup

s∈[x,B]

f(s)χ( 1
2 (a+b),B)(x).

Фиксируем произвольную функцию f ∈ F̃ (g,G) и произвольное ε > 0. Поло-
жим a′ := inf{x : x ∈ suppf}, b′ := sup{x : x ∈ suppf} и рассмотрим конечный
интервал (a′, a). Разобьем его на части точками

a′ = γ0 < γ1 < · · · < γn = a

так, что на каждом ∆j := (γj , γj+1), j = 0, . . . , n − 1, колебание ω(f ′,∆j) при-
надлежит (0, ε). Тогда в силу положительности колебания производной f ′ на
∆j выполнено строгое неравенство

Mj |∆j | > f(γj+1)− f(γj), j = 0, . . . , n− 1,
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где Mj := sup
∆j

|f ′|. Действительно, если Mj |∆j | = f(γj+1) − f(γj) при неко-

тором j, то это означает, что функция f линейна на ∆j и, следовательно,
ω(f ′,∆j) = 0. Выберем произвольно

rj ∈
(

0, 1− f(γj+1)− f(γj)
Mj |∆j |

)
и положим

δj := min
(

ε

2jMp
j

, |∆j | −
f(γj+1)− f(γj)

Mj(1− rj)

)
.

В силу сингулярности µs существуют непересекающиеся интервалы ∆j,k :=
(αj,k, βj,k) ⊂ ∆j , k = 1, . . . , nj , такие, что

nj∑
k=1

|∆j,k| < δj и
nj∑

k=1

µs(∆j,k) > µs(∆j)− δj .

Не теряя общности, считаем, что αj,1 = γj и βj,nj
= γj+1. Выберем произвольно

rj,k ∈
(
0, 1

2rj(αj,k+1 − βj,k)
)
.

Рассмотрим функцию f̄ ∈ F̃ (g,G), которая на каждом ∆j , j = 0, . . . , n,
строится следующим образом.

На промежутке [γj , βj,1) полагаем f̄(x) = f(γj). Зададим f̄ на отрезках
[βj,1, βj,1 + rj,1] и [αj,2 − rj,1, αj,2] таким образом, чтобы производная f̄ ′ удо-
влетворяла соотношению 0 ≤ f̄ ′(x) ≤ Mj , а на отрезке [βj,1 + rj,1, αj,2 − rj,1]
была постоянной и f̄ ′(x) = Mj . На интервале ∆j,2 полагаем f̄(x) = f̄(αj,2).
Продолжая построение f̄ аналогично, в силу неравенств

nj−1∑
k=1

(αj,k+1 − βj,k − 2rj,k) > (1− rj)
nj−1∑
k=1

(αj,k+1 − βj,k) ≥ (1− rj)(|∆j | − δj)

и
Mj(|∆j | − δj)(1− rj) ≥ f(γj+1)− f(γj)

в итоге найдем такое натуральное kj ∈ [1, nj − 1] и точку cj ∈ (βj,kj
, αj,kj+1),

в которой f̄(cj) = f(γj+1). Тогда положим f̄(x) = f(γj+1) на (αj,kj+1, γj+1] и
сгладим f̄ на интервале (βj,kj

, αj,kj+1) так, чтобы на нем было 0 ≤ f̄ ′(x) ≤ Mj .
Далее,

a∫
A

|f̄ ′|p dµ =

a∫
a′

|f̄ ′|p dµ =
n−1∑
j=0

(∫
∆j

|f̄ ′|p dµa +
∫
∆j

|f̄ ′|p dµs

)

≤
n−1∑
j=0

(
Mp

j µa(∆j) +
∫

∆j\
⋃
k

∆j,k

|f̄ ′|p dµs

)
≤

n−1∑
j=0

(∫
∆j

(|f ′|+ ε)p dµa + Mp
j δj

)
.

Отсюда в виду выбора δj имеем

a∫
A

|f̄ ′|p dµ ≤
a∫

a′

(|f ′|+ ε)p dµa + 2ε.
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Следовательно,

inf


a∫

A

|h′|p dµ : h ∈ F̃ (g,G)

 ≤
a∫

a′

(|f ′|+ ε)p dµa + 2ε

для фиксированной f и произвольного ε > 0. Переходя в этом неравенстве
к пределу при ε → 0, учитывая локальную конечность µa, по теореме Лебега
получим

inf


a∫

A

|h′|p dµ : h ∈ F̃ (g,G)

 ≤
a∫

a′

|f ′|p dµa ≤
a∫

A

|f ′|p dµa.

Аналогично рассматривая конечный интервал (b, b′), приходим к оценке

inf


B∫

b

|h′|p dµ : h ∈ F̃ (g,G)

 ≤
B∫

b

|f ′|p dµa,

откуда в силу произвольности f заключаем, что

capp,µa
(g,G) ≥ inf

h∈F̃(g,G)

a∫
A

|h′|p dµ + inf
h∈F̃(g,G)

B∫
b

|h′|p dµ = capp,µ(g,G).

Лемма доказана. •

Следствие 1. Пусть p > 0, g,G ⊂ Ω — открытые множества и ḡ компактно
в G. Тогда

capp,µ(g,G) = capp,µa
(g,G).

Доказательство. Так как G открыто, то G =
⋃

Gi, где Gi := (Ai, Bi).
По лемме 2 имеем

capp,µ(g,G) =
∑

i

capp,µ(gi, Gi),

где gi := g∩Gi. Применяя лемму 1, получим (в обозначениях этой леммы) равен-
ство capp,µ(gi, Gi) = capp,µ

(
g◦i , Gi

)
для каждого i ∈ N. Кроме того, из леммы 3

следует, что capp,µ

(
g◦i , Gi

)
= capp,µa

(
g◦i , Gi

)
. Проводя подобные рассуждения с

емкостью capp,µa
(g,G), получим требуемое. •

Лемма 4. Пусть 0 < p < ∞, v
1

1−p ∈ L1
loc(Ω) при p 6= 1, но 1

v ∈ L∞loc(Ω) при
p = 1 и g := (a, b), G := (A,B) — пара конечных интервалов из Ω такая, что
ḡ ⊂ G. Тогда

capp,µ(g,G) = 0, 0 < p < 1, capp,µ(g,G) = ρp,µ(g,G), 1 ≤ p < ∞, (2)

где

ρp,µ(g,G) :=

 a∫
A

v
1

1−p

1−p

+

 B∫
b

v
1

1−p

1−p

, 1 < p < ∞,

ρ1,µ(g,G) :=
∥∥∥∥χ(A,a)

v

∥∥∥∥−1

∞
+

∥∥∥∥χ(b,B)

v

∥∥∥∥−1

∞
, p = 1.
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Доказательство. Начнем с p 6= 1. Для произвольных a∗ ∈ [A, a), b∗ ∈
(b, B] рассмотрим функцию fa∗,b∗ ∈ F 1

p,µa
(g,G) вида

fa∗,b∗(x) =



x∫
a∗

v
1

1−p

(
a∫

a∗
v

1
1−p

)−1

, x ∈ (a∗, a),

1, x ∈ (a, b),
b∗∫
x

v
1

1−p

(
b∗∫
b

v
1

1−p

)−1

, x ∈ (b, b∗),

0, x /∈ (a∗, b∗).

По лемме 3

capp,µ(g,G) ≤
∫
Ω

|f ′a∗,b∗ |pv =

 a∫
a∗

v
1

1−p

1−p

+

 b∗∫
b

v
1

1−p

1−p

.

Полагая a∗ = A, b∗ = B, приходим к оценке сверху при p > 1. Кроме того,
при a∗ → a, b∗ → b из доказанного неравенства получаем capp,µ(g,G) = 0 при
p ∈ (0, 1). Заметим, что для произвольной функции f ∈ F (g,G) из неравенства
Гёльдера следует, что

1 =

∣∣∣∣∣∣
a∫

A

f ′

∣∣∣∣∣∣ ≤
 a∫

A

|f ′|pv

 1
p
 a∫

A

v
1

1−p

 1
p′

и аналогично

1 ≤

 B∫
b

|f ′|pv

 1
p
 B∫

b

v
1

1−p

 1
p′

.

Объединяя обе оценки, находим a∫
A

v
1

1−p

1−p

+

 B∫
b

v
1

1−p

1−p

≤
∫
Ω

|f ′|pv ≤
∫
Ω

|f ′|p dµ

и, взяв инфимум правой части по всем f ∈ F (g,G), получим нижнюю оценку
для capp,µ(g,G) в (2) с p > 1.

При p = 1 и любой f ∈ F (g,G) имеем

1 =

∣∣∣∣∣∣
a∫

A

f ′

∣∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥χ(A,a)

v

∥∥∥∥
∞

a∫
A

|f ′|v, 1 =

∣∣∣∣∣∣
b∫

B

f ′

∣∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥χ(b,B)

v

∥∥∥∥
∞

B∫
0

|f ′|v,

откуда следует оценка снизу

cap1,µ(g,G) ≥
∥∥∥∥χ(A,a)

v

∥∥∥∥−1

∞
+

∥∥∥∥χ(b,B)

v

∥∥∥∥−1

∞
.

Для любого ε > 0 существует точка Лебега xε ∈ (A, a) функции v такая, что

v(xε) ≤ ess inf
x∈(A,a)

v(x) + ε.
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Пусть {fn} ⊂ F̃ (g,G) — последовательность такая, что

lim
n→∞

a∫
A

v(x) dfn(x) = v(xε) ≤
∥∥∥∥χ(A,a)

v

∥∥∥∥−1

∞
+ ε.

Проводя аналогичную оценку для интервала (b, B) по лемме 3 находим

cap1,µ(g,G) = cap1,µa
(g,G) ≤

∥∥∥∥χ(A,a)

v

∥∥∥∥−1

∞
+

∥∥∥∥χ(b,B)

v

∥∥∥∥−1

∞
+ 2ε. •

Следствие 2. Если 0 < p < 1, g и G — открытые подмножества Ω, ḡ
компактно в G, то capp,µ(g,G) = 0.

2. Емкостные критерии вложения

Следующее утверждение является модификацией известного результата [2,
теорема 2.3.7].

Лемма 5. Пусть 0 < p, r ≤ q < ∞. Тогда неравенство (1) для всех
f ∈ D(Ω) эквивалентно неравенству

(λg)
1
q ≤ A[(capp,µ(g,G))

1
p + (νG)

1
r ] (3)

для всех открытых множеств g, G из Ω таких, что ḡ — компакт в G. Более
того, A ≤ C � A для наименьших возможных констант C и A из (1) и (3)
соответственно.

Доказательство. (1) ⇒ (3) доказывается подстановкой в (1) функции
f ∈ F (g,G) и взятием инфимума первого слагаемого в правой части получен-
ного неравенства.

Пусть выполнено (3). Тогда

∫
Ω

|f |q dλ =

∞∫
0

λLt dtq =
∑
j∈Z

2j+1∫
2j

λLt dtq �
∑

j

2qjλgj , (4)

где gj := L2j . Положим
γj := capp,µ(gj , gj−1).

Тогда из (3) и (4)∫
Ω

|f |q dλ � Aq
[∑

j

2qjγ
q
p

j +
∑

j

2qj(νgj−1)
q
r

]
. (5)

Для второго слагаемого в правой части неравенства имеем∑
j

2qj(νgj−1)
q
r �

(∑
j

2rjνgj

) q
r

�

∑
j

νgj

2j∫
2j−1

dtr


q
r

≤

∑
j

2j∫
2j−1

νLt dtr


q
r

=
(∫

Ω

|f |r dν

) q
r

.

Теперь оценим сверху первое слагаемое. Для каждого ε ∈ (0, 1) выберем функ-
цию ηε ∈ C∞(R) такую, что

ηε(t) = 1 при t ≥ 1, ηε(t) = 0 при t ≤ 0 и 0 ≤ η′ε(t) ≤ 1 + ε.
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Положим
fj(x) = ηε[(|f(x)| − 2j−1)/2j−1].

Тогда fj(x) = 1 на gj , fj(x) = 0 на Ω \ gj−1. Поэтому

γj ≤
∫

gj−1\gj

∣∣f ′j∣∣p dµ.

Следовательно,∑
j

2qjγ
q
p

j ≤
(∑

j

2pjγj

) q
p �

(∑
j

2(j−1)p

∫
gj−1\gj

|f ′j |p dµ

) q
p

≤
(

(1 + ε)p
∑

j

∫
gj−1\gj

|f ′|p dµ

) q
p

=
(

(1 + ε)p

∫
Ω

|f ′|p dµ

) q
p

(6)

в силу того, что

f ′j(x) = η′ε

(
|f(x)| − 2j−1

2j−1

)
f ′(x)signf(x)

2j−1
.

Таким образом, из (5) и (6) заключаем, что(∫
Ω

|f |q dλ

) 1
q

� A

((
(1 + ε)p

∫
Ω

|f ′|p dµ

) 1
p

+
(∫

Ω

|f |r dν

) 1
r
)

.

Переходя к пределу при ε → 0, получим C � A. •

Следствие 3. В случае 0 < p < 1 емкость в правой части (3) отсутствует
(см. следствие 2). Из этого следует, что при 0 < p, r ≤ q < ∞, 0 < p < 1
неравенство (1) выполнено тогда и только тогда, когда (λg)

1
q ≤ A(νg)

1
r для

всех открытых ограниченных множеств g ⊂ Ω.

Теорема 1. Пусть 0 < p, r ≤ q < ∞. Тогда неравенство (1) выполнено для
всех f ∈ D(Ω), если и только если

A := sup
t>0

t
1
q κ(t)−1

< ∞,

где
κ(t) := inf

ḡ⊂G,λg≥t
[(capp,µ(g,G))

1
p + (νG)

1
r ]

и инфимум берется по всем открытым множествам g, G из Ω таким, что ḡ
компактно в G и λg ≥ t. Более того, A ≤ C � A для наименьшей возможной
константы C из (1).

Доказательство. Пусть имеет место неравенство (1). Фиксируем произ-
вольное t > 0 и пару произвольных открытых множеств g,G из Ω таких, что ḡ
компактно в G и λg ≥ t. Тогда по лемме 5

t
1
q ≤ (λg)

1
q ≤ C[(capp,µ(g,G))

1
p + (νG)

1
r ].

Переходя к точной нижней границе в правой части по g и G, получим

t
1
q ≤ Cκ(t),
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и необходимость установлена.
Докажем оценку сверху. Действуя аналогично доказательству леммы 5,

получим (в прежних обозначениях)∫
Ω

|f |q dλ �
∑

j

2qjλgj .

Продолжая оценку, находим∑
j

2qjλgj =
∑

j

2qjκ(λgj)qλgjκ(λgj)−q ≤ Aq
∑

j

2qjκ(λgj)q

� Aq
∑

j

2qj [capp,µ(gj , gj−1)
1
p + (νgj−1)

1
r ]q � Aq

[∑
j

2qjγ
q
p

j +
∑

j

2qj(νgj−1)
q
r

]
.

Окончание доказательства совпадает с доказательством леммы 5, начиная с
неравенства (5). •

Теорема 2. Пусть 0 < q < p < ∞, p = r ≥ 1 и 1/s = 1/q − 1/p. Тогда
неравенство (1) выполнено для всех f ∈ D(Ω), если и только если

D :=

 λΩ∫
0

(t
1
p κ(t)−1)s dt

 1
s

< ∞. (7)

Более того, C ≈ D для наименьшей возможной константы C из (1).
Доказательство. Пусть имеет место (7) и gj := L2j . Преобразуем левую

часть неравенства (1) (применяя неравенство Гёльдера с показателями p/q, s/q):

∫
Ω

|f |q dλ =
∑

j

2j+1∫
2j

tq d(−λLt) �
∑

j

2qj(λgj − λgj+1)

=
∑

j

2qjκ(λgj)q(λgj − λgj+1)κ(λgj)−q

≤
(∑

j

2pjκ(λgj)p
) q

p
(∑

j

(λgj − λgj+1)
s
q κ(λgj)−s

) q
s

.

Второй сомножитель оценивается с некоторой константой величиной Dq, ибо

∑
j

(λgj − λgj+1)
s
q κ(λgj)−s ≤

∑
j

κ(λgj)−s

λgj∫
λgj+1

dt
s
q ≤

∑
j

λgj∫
λgj+1

κ(t)−sdt
s
q ≤ s

q
Ds.

Первый сомножитель оценивается аналогично доказательству леммы 5:∑
j

2pjκ(λgj)p ≤
∑

j

2pj [(capp,µ(gj , gj−1))
1
p + (νgj−1)

1
p ]p

�
∑

j

2pjcapp,µ(gj , gj−1) +
∑

j

2pjνgj−1 �
∫
Ω

|f ′|p dµ +
∫
Ω

|f |p dν.

Суммируя обе оценки, получим (1) с константой C � D.
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Проведем оценку снизу. Для каждого j ∈ Z, 2j < λΩ, существует пара
открытых множеств gj , Gj из Ω таких, что λgj ≥ 2j , ḡj — компакт в Gj и

(capp,µ(gj , Gj))
1
p + (νGj)

1
p ≤ 2κ(2j).

Кроме того, существует fj ∈ F 1
p,µ(gj , Gj) со свойствами: 0 ≤ fj(x) ≤ 1, x ∈ Gj ,

fj(x) = 1 на gj , fj(x) = 0, x /∈ Gj и∫
Ω

∣∣f ′j∣∣p dµ ≤ 2capp,µ(gj , Gj).

Следовательно, ∫
Ω

∣∣f ′j∣∣p dµ +
∫
Ω

|fj |p dν � κ(2j)p.

Положим N := sup
n∈N,2n<λΩ

n, βj := [(2j)
1
p κ(2j)−1]

s
q и

fn(x) := max
n≤j≤N

βjfj(x), x ∈ Ω.

Тогда
|fn(x)|p ≤

∑
j

βp
j |fj(x)|p,

∣∣f ′n(x)
∣∣p ≤ ∑

j

βp
j |f

′
j(x)|p.

Поэтому ∫
Ω

|f ′n|p dµ +
∫
Ω

|fn|p dν �
∑

j

βp
j κ(2j)p. (8)

Далее, если λ({x ∈ Ω : |fn(x)| > τ}) < 2j , то τ ≥ βj , ибо

2j ≤ λgj ≤ λ({x ∈ Ω : |fn(x)| > βj}).

Отсюда вытекает, что f∗n(t) ≥ βj , t ∈ (0, 2j), где

f∗n(t) := inf{s : λ({x ∈ Ω : |fn(x)| > s}) ≤ t}.

Следовательно,∫
Ω

|fn|q dλ =

λΩ∫
0

(f∗n(t))q dt ≥
∑

j

2j∫
2j−1

(f∗n(t))q dt �
∑

j

βq
j 2j . (9)

Из полученных оценок (8), (9) и неравенства (1) заключаем, что для всех n ≤ N

C �
(∑

j

βq
j 2j

) 1
q
(∑

j

βp
j κ(2j)p

)− 1
p �

 2N∫
2n

(t
1
p κ(t)−1)s dt

 1
s

.

Отсюда, в частности, с учетом монотонности κ и выбора N следует, что

λΩ∫
2N

(t
1
p κ(t)−1)s dt � κ(2N )

−s

λΩ∫
2N

dt
s
q �

2N∫
2N−1

(t
1
p κ(t)−1)s dt � Cs.

Таким образом, C � D, и теорема доказана. •

Замечание 1. При dµ(x) = dx, ν = 0 теоремы 1, 2 получены в [10, § 8.5.2–
8.5.3; 11] для Ω ⊂ RN .



О неравенствах с мерами типа теорем вложения Соболева 875

3. Основные теоремы

Теорема 3. Пусть 1 ≤ p ≤ q < ∞, 0 < r ≤ q и в разложении Лебега
dµ(x) = v(x)dx + dµs(x) абсолютно непрерывная часть v(x) такова, что

v
1

1−p ∈ L1
loc(Ω) при p > 1,

1
v
∈ L∞loc(Ω) при p = 1. (10)

Тогда неравенство (1) выполнено для всех f ∈ D(Ω), если и только если

A := sup
ḡ⊂G⊆Ω

(λg)
1
q ((ρp,µ(g,G))

1
p + (νG)

1
r )−1 < ∞, (11)

где супремум берется по всем конечным интервалам g и G таким, что ḡ ⊂ G ⊂ Ω,
а величина ρp,µ(g,G) определена в лемме 4. Более того, A ≤ C � A .

Доказательство. Необходимость и неравенство A ≤ C следуют из
лемм 5 и 4, достаточность обосновывается по схеме доказательства леммы 5,
если неравенство

(Lt)
1
q � A ((capp,µ(Lt, Lt(1−ε)))

1
p + (νLt(1−ε))

1
r ) (12)

справедливо для произвольных фиксированных t > 0 и ε ∈ (0, 1). Для доказа-
тельства данного неравенства предположим, что A < ∞, и введем следующие
обозначения:

Lt :=
⋃
i

σt
i , σt

i :=
(
at

i, b
t
i

)
, σt

i ∩ σt
j = ∅ для i 6= j, Σt,ε :=

{
i : σ

t(1−ε)
i 6= ∅

}
,

Σ1
t,ε :=

{
i ∈ Σt,ε : σ

t(1−ε)
i ∩ σt

j = ∅, i 6= j
}
, Σ2

t,ε = Σt,ε \ Σ1
t,ε.

Пусть также

L
(1)
t(1−ε) :=

⋃
i∈Σ1

t,ε

σ
t(1−ε)
i , L

(2)
t(1−ε) := Lt(1−ε) \ L

(1)
t(1−ε),

L
(1)
t :=

⋃
i∈Σ1

t,ε

σt
i , L

(2)
t := Lt \ L

(1)
t .

Каждый интервал из L
(2)
t(1−ε) содержит несколько интервалов σt

j , так что

σ
t(1−ε)
i ⊃ ∆t

i ⊃
⋃

j∈Ni

σt
j =: L

(2)
i,t , i ∈ Σ2

t,ε,

где
at

i,min := min
j∈Ni

at
j , bt

i,max := max
j∈Ni

bt
j , ∆t

i :=
(
at

i,min, bt
i,max

)
.

Следовательно,

L
(2)
t =

⋃
i∈Σ2

t,ε

L
(2)
i,t =

⋃
j 6∈Σ1

t,ε

σt
j ⊂

⋃
i∈Σ2

t,ε

∆t
i ⊂ L

(2)
t(1−ε).

Используя предыдущие обозначения и (11), находим

λσt
i � A q

((
ρp,µ

(
σt

i , σ
t(1−ε)
i

)) q
p +

(
νσ

t(1−ε)
i

) q
r
)
, i ∈ Σ1

t,ε,

и ∑
j∈Ni

λσt
j ≤ λ∆t

i ≤ A q
((

ρp,µ

(
∆t

i, σ
t(1−ε)
i

)) q
p +

(
νσ

t(1−ε)
i

) q
r
)
, i ∈ Σ2

t,ε.
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Из этих оценок ввиду неравенства Йенсена с учетом неравенств q/p ≥ 1, q/r ≥ 1
и лемм 4, 2 имеем

λLt =
∑

i

λσt
i ≤ A q

( ∑
i∈Σ1

t,ε

(
ρp,µ

(
σt

i , σ
t(1−ε)
i

)) q
p

+
∑

i∈Σ2
t,ε

(
ρp,µ

(
∆t

i, σ
t(1−ε)
i

)) q
p +

∑
i

(
νσ

t(1−ε)
i

) q
r

)
≤ A q

[[ ∑
i∈Σ1

t,ε

ρp,µ

(
σt

i , σ
t(1−ε)
i

)] q
p

+
[ ∑

i∈Σ2
t,ε

ρp,µ

(
∆t

i, σ
t(1−ε)
i

)] q
p

+ (νLt(1−ε))
q
r

]
� A q((capp,µ(Lt, Lt(1−ε)))

q
p + (νLt(1−ε))

q
r ),

откуда приходим к (12). •

Замечание 2. Если ν ≡ 0, то (1) сводится к неравенству(∫
Ω

|f |q dλ

)
≤ C

(∫
Ω

|f ′|p dµ

) 1
p

, f ∈
◦

W 1
p(µ), (13)

и теорема 3 дает критерий для (13) в форме

A0 = sup
(a,b)⊂(A,B)⊆Ω

(λ(a, b))
1
q min


 a∫

A

v
1

1−p

 1
p′

,

 B∫
b

v
1

1−p

 1
p′

 < ∞. (14)

Когда Ω = (c, d), формула (14) может быть упрощена:

A1 = sup
c<a<b<d

(λ(a, b))
1
q min


 a∫

c

v
1

1−p

 1
p′

,

 d∫
b

v
1

1−p

 1
p′

 < ∞,

что совпадает с результатом П. Гурки [4, гл. I, теорема 8.2].
Следующая теорема характеризует интерполяционное неравенство и допол-

няет известный результат [2, теорема 2.3.9].

Теорема 4. Пусть p ≥ 1, δ ∈ [0, 1] и выполнено условие (10). Если нера-
венство (∫

Ω

|f |q dλ

) 1
q

≤ C

(∫
Ω

|f ′|p dµ

) δ
p
(∫

Ω

|f |r dν

) 1−δ
r

(15)

выполнено для всех f ∈ D(Ω) и некоторых r, q > 0, то

A2 := sup
ḡ⊂G⊂Ω

(λg)
1
q (ρp,µ(g,G))−

δ
p (νG)

δ−1
r < ∞ (16)

для всех открытых конечных интервалов g и G, при этом A2 ≤ C. Обратно,
если (16) выполнено для некоторых r, q > 0 таких, что 1/q ≤ (1− δ)/r + δ/p, то
(15) имеет место с C � A2.

Доказательство. Необходимость обосновывается рассуждением, анало-
гичным доказательству необходимости в лемме 5. Для верхней оценки C �
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A2, как и при доказательстве теоремы 3, достаточно показать аналог неравен-
ства (12)

(λLt)
1
q � A2(capp,µ(Lt, Lt(1−ε)))

δ
p (νLt(1−ε))

1−δ
r . (17)

Для этого используем конструкцию из доказательства теоремы 3 и покажем
только ключевой шаг. Пусть 1/λ := δ/p + (1− δ)/r ≥ 1/q. Тогда (16) влечет

λL
(1)
t =

∑
i∈Σ1

t,ε

λσt
i � A q

2

∑
i∈Σ1

t,ε

(
ρp,µ

(
σt

i , σ
t(1−ε)
i

)) qδ
p

(
νσ

t(1−ε)
i

) q(1−δ)
r .

Применяя неравенства Гёльдера и Йенсена с p
δλ , r

(1−δ)λ и q
λ соответственно и

используя леммы 4 и 2, находим

λL
(1)
t �

( ∑
i∈Σ1

t,ε

ρp,µ(σt
i , σ

t(1−ε)
i )

) qδ
p

( ∑
i∈Σ1

t,ε

νσ
t(1−ε)
i

) (1−δ)q
r

= A q
2

(
capp,µ

(
L

(1)
t , L

(1)
t(1−ε)

)) qδ
p

(
νL

(1)
t(1−ε)

) (1−δ)q
r .

Вместе с аналогичной оценкой для µL
(2)
t это приводит к (17). Оценка сверху

C � A2 доказана. •
Из леммы 3, теорем 1 и 2 вытекает, что неравенство (1) при соответствую-

щих ограничениях на параметры суммирования p, q и r равносильно тому же
неравенству с мерой dµa(x) = v(x) dx вместо dµ. Это позволяет обобщить основ-
ные результаты Р. Ойнарова из [6] для неравенств (1) с мерами. Остановимся

для простоты на случае, когда
◦

W 1
p,r = W 1

p,r. Необходимые и достаточные усло-
вия выполнения последнего равенства, полученные в [6] для интервала, легко
переносятся на произвольные открытые множества действительной оси. Тогда,
как показано в [6], при почти всюду ненулевых v(x) и dν(x) существуют строго
возрастающие непрерывные на Ω функции a(x) и b(x) такие, что a(x) < x < b(x)
и

x∫
a(x)

v
1

1−p =

b(x)∫
x

v
1

1−p , x ∈ Ω,

 b(x)∫
a(x)

dν

 1
r
 b(x)∫

a(x)

v
1

1−p

 1
p′

= 1, x ∈ Ω.

Положим ∆(x) = [a(x), b(x)], δ(x) = [b−1(x), a−1(x)]. Комбинируя результаты
настоящей работы и теоремы 5 из [7], получаем для выполнения неравенства(∫

Ω

|f |q dλ

) 1
q

≤ C

[(∫
Ω

|f ′|p dµ

) 1
p

+
(∫

Ω

|f |r dν

) 1
r
]

(18)

следующий критерий.

Теорема 5. Пусть 1 < p ≤ q < ∞, 0 < r ≤ q. Тогда для наименьшей
константы C в (18) выполняется соотношение C ≈ A, где

A = sup
x∈Ω

( ∫
δ(x)

dλ

) 1
q
( ∫
∆(x)

v
1

1−p

) 1
p′

.
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Если 0 < q < p < ∞, p = r > 1, 1/s = 1/q − 1/p, то C ≈ B, где

B =
(∫

Ω

( ∫
δ(x)

dλ

) s
p
( ∫
∆(x)

v
1

1−p

) s
p′

dλ(x)
) 1

s

.
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