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Аннотация: Доказывается существование сильного обобщенного решения из собо-
левского пространства W 1

2 нестационарной задачи для системы уравнений метода
сферических гармоник (МСГ), соответствующей задаче переноса излучения.
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Введение. Как известно, монография Г. И. Марчука [1] сыграла осново-
полагающую роль в становлении и систематизации методов расчета ядерных
реакторов, а работа В. С. Владимирова [2] заложила основу для теоретических
исследований свойств решений краевых задач для стационарного уравнения пе-
реноса. В последующем на стыке этих двух направлений в математическую тео-
рию переноса излучения внесен существенный вклад в трудах С. К. Годунова,
У. М. Султангазина [3, 4], В. В. Смелова [5–7] и др. (см., например, [8]).

Вместо сравнительного анализа современных численных методов для реше-
ния задач теории переноса автор счел целесообразным привести краткую цитату
из монографии А. Вейнберга и Е. Вигнера [9, с. 255], написанной в конце 50-х
годов: « . . . В настоящее время, когда проделана большая работа по проекти-
рованию реакторов с помощью мощных цифровых вычислительных машин, все
рассуждения о преимуществах одного метода аппроксимации перед другим сво-
дятся к тому, насколько данный метод удобен для счетных машин. Но, так как
вычислительные машины становятся все мощнее, вопрос о выборе методов при-
ближения является все менее ясным: если счетная машина будет достаточно
мощной, то в конце концов годится любой метод, который обеспечивает схо-
димость. Это — практическая точка зрения. Однако удобство использования
метода при машинных расчетах едва ли заменяет математическое изящество
или физическую наглядность. В этом отношении метод сферических гармоник
является, возможно, наиболее привлекательным . . .»

Для нечетных P2r+1-приближений В. С. Владимиров [2] сформулировал
«наилучшие» граничные условия на основе вариационного принципа и показал,
что стационарное уравнение переноса излучения и система уравнений метода
сферических гармоник (МСГ) P2r+1-приближений может быть записана в сим-
метрической и положительно-определенной форме, если индикатриса рассеяния
и функция источников являются четными функциями по угловым переменным.

В произвольном PN -приближении граничные условия на границе раздела
сред получены в [10].
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Исследования С. К. Годунова и У. М. Султангазина [3, 4] показали, что си-
стема нестационарных уравнений МСГ относится к классу симметрических ги-
перболических систем по Фридрихсу, а граничные условия Владимирова для
систем в случае P2r+1-приближений являются диссипативными. На основе
энергетических оценок показаны существование и единственность обобщенного
решения симметрических систем МСГ и сходимость решений смешанной задачи
МСГ к решению нестационарной задачи для уравнения переноса излучения.

В случае произвольных индикатрисы рассеяния и функции источников
симметризация системы уравнений МСГ в P2r+1-приближении и взаимосвязь
между условиями Владимирова и Румянцева были установлены в работах [5, 6].

Долгое время не было ясно, к какому типу дифференциальных уравне-
ний математической физики относится система, приведенная к симметриче-
ской и положительно-определенной форме. В связи с этим В. С. Владими-
ров [2] сформулировал вопрос: будут ли обратные операторы симметризованной
и положительно-определенной системы вполне непрерывны из L2 в L2? Были
указаны следствия, которые будут вытекать при положительном ответе на этот
вопрос.

Приведение к такой форме четного P2r-приближения оставалось дискусси-
онным вопросом из-за неудачных выборов граничных условий на внешней гра-
нице. Нам в [11, 12] удалось, обобщая результаты работ [2, 5], дать ответы на вы-
шеперечисленные вопросы. Там же был установлен ряд новых свойств системы
уравнений МСГ. На основе этих свойств сформулированы граничные условия на
внешней границе и на границе раздела двух сред для любого PN -приближения
по единому алгоритму. Оказалось, что симметрическая и положительно-опреде-
ленная система уравнений МСГ с произвольными входными данными и при
любом PN -приближении принадлежит к типу сильно эллиптических систем в
смысле определения из работы [13], и из этого утверждения следует полная
непрерывность ее обратного оператора.

В 80-е гг. В. В. Смеловым [7] разработан метод итерации по подобластям
для решения задачи теории переноса излучения. Он дает возможность ослабить
эффект многомерности уравнения путем крупноблочного распараллеливания
вычислений по более простым областям, когда для продолжения итерации тре-
буется запоминать лишь информацию о решении на границах раздела областей.
Когда задача переноса решается с использованием МСГ, в разных подобластях
области G применяется МСГ в PN -приближении соответственно с разными но-
мерами [14]. Нами предложенный способ позволяет и в этом случае выписать
граничные условия (см. [8, гл. 3]) на границах раздела областей.

Здесь показывается существование сильного обобщенного решения неста-
ционарной задачи для системы уравнений МСГ.

Постановка задачи. Рассмотрим смешанную задачу Коши для нестаци-
онарного уравнения переноса излучения в области Q = [0, T ]× Ω×G [1]:

∂U

∂t
+

3∑
α=1

ωα
∂U

∂xα
+ σU =

σs

4π

∫
Ω

g(ω, ω′)U(t, ω, x) dω′ + f(t, ω, x), (1)

U(0, ω, x) = ϕ(ω, x), (2)

U(t, ω, x)|Γ = 0 при (n, ω) < 0, (3)

где n = (n1, n2, n3) — единичный вектор внешней нормали в точке x границы Γ.
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Соответствующая задача к (1)–(3) МСГ в области Q = [0, T ]×G записыва-
ется в виде [4]

B
∂~U

∂t
+

3∑
α=1

Aα
∂~U

∂xα
+ σB~U = σsBD~U + B~f (4)

с начально-граничными условиями
~U(t, x)|t=0 = ~ϕ(x), (5)

M~U(t, z)|z∈Γ = 0, (6)
где

~U(t, x) =
{
Um

c,k(t, x), k = 0, N ; m = 0, k; Um
s,k, k = 1, N, m = 1, k

}
;

~f(t, x) =
{
fm

c,k(t, x), k = 0, N ; m = 0, k; fm
s,k, k = 1, N, m = 1, k

}
— соответственно неизвестный вектор и известный вектор источников; B — по-
ложительно-определенная, D, Aα (α = 1, 2, 3) — симметрические матрицы с
(N + 1)2 × (N + 1)2-элементами;

~ϕ(t, x) =
{
ϕm

c,k(t, x), k = 0, N ; m = 0, k; ϕm
s,k, k = 1, N, m = 1, k

}
— известная начальная вектор-функция; M — прямоугольная матрица с
N × (N + 1)2 элементами.

Граничная матрица M определяется на поверхности произвольной выпук-
лой области G из граничных условий при N = 2r + 1 [2]:∫

(ω,n)<0

Cq
2`(ω)(ω,n)UN (t, ω, z) dω = 0, ` = 0, r; q = 0, 2`,

∫
(ω,n)<0

Sq
2`(ω)(ω,n)UN (t, ω, z) dω = 0, ` = 1, r; q = 1, 2`;

(7)

при N = 2r [12]:∫
(ω,n)<0

Cq
2`+1(ω)(ω,n)UN (t, ω, z) dω = 0, ` = 0, . . . , r − 1, q = 0, . . . , 2`+ 1,

∫
(ω,n)<0

Sq
2`+1(ω)(ω,n)UN (t, ω, z) dω = 0, ` = 0, . . . , r − 1, q = 1, . . . , 2`+ 1,

(8)

где Cm
k (ω) = Pm

k (µ) cos(mψ), Sm
k (ω) = Pm

k (µ) sin(mψ), m = 1, k, — сферическиe
функции.

Приведение к системе второго порядка. Систему уравнений (4) за-
пишем в равносильной форме [12] относительно линейной комбинации сфери-
ческих функций UN (t, ω, x), коэффициенты которых являются компонентами
вектора решений ~U системы (4):

∂UN

∂t
+

1
4π

N∑
`=0

(2`+ 1)
∫
Ω

P`(µ0)
3∑

α=1

ω′α
∂UN (t, ω′, x)

∂xα
dω′ + σUN

=
σs

4π

∫
Ω

gN (µ0)UN (t, ω′, x) dω′ + fN (t, ω, x), (9)
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где

UN (t, ω, x) =
N∑

k=0

k∑
m=0

βm
k

(
Cm

k (ω)Um
c,k(t, x) + Sm

k (ω)Um
s,k(t, x)

)
,

fN (t, ω, x) =
N∑

k=0

k∑
m=0

βm
k

(
Cm

k (ω)fm
c,k(t, x) + Sm

k (ω)fm
s,k(t, x)

)
,

gN (µ0) =
N∑

k=0

2k + 1
2

gkPk(µ0); βm
k =

1
2π

2k + 1
1 + δ0m

(k −m)!
(k +m)!

, µ0 =
3∑

α=1

ωαω
′
α.

Пусть исходные данные уравнения переноса излучения (1) таковы: функция
g(µ0) четна по µ0; свободный член f(t, ω, x) является четной функцией по ω;
коэффициенты σ, σs постоянны. Линейную комбинацию сферических функций
UN (t, ω, x) представим в виде суммы

UN (t, ω, x) = U (1)(t, ω, x) + U (2)(t, ω, x), N = 2r + 1, (10)

U (1) =
r∑

k=0

2k+1∑
m=0

βm
2k+1

[
Cm

2k+1(ω)Um
c,2k+1(t, x) + Sm

2k+1(ω)Um
s,2k+1(t, x)

]
;

U (2) =
r∑

k=0

2k∑
m=0

βm
2k

[
Cm

2k(ω)Um
c,2k(t, x) + Sm

2k(ω)Um
s,2k(t, x)

]
. (11)

Используя представление (10) и общеизвестные свойства сферических функций,
уравнения (9) разобьем на систему из двух уравнений:

∂U (2)

∂t
+

1
4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)
3∑

α=1

ω′α
∂U (1)(t, ω′, x)

∂xα
dω′ + σU (2)

=
σs

4π

∫
Ω

g(2)(µ0)U (2)(t, ω′, x) dω′ + f (2)(t, ω, x), (12)

∂U (1)

∂t
+

3∑
α=1

ωα
∂U (2)(t, ω, x)

∂xα
+ σU (1) = 0, (13)

где

g(2)(µ0) =
r∑

k=0

4k + 1
2

g2kP2k(µ0),

f (2)(t, ω, x) =
r∑

k=0

2k∑
m=0

βm
2k

(
Cm

2k(ω)fm
c,2k(t, x) + Sm

2k(ω)fm
s,2k(t, x)

)
.

Уравнение (12) предыдущей системы сначала продифференцируем по t, а затем
полученное соотношение сложим с уравнением (12), домноженным предвари-
тельно на σ. Из найденного результата с помощью уравнения (13) исключим
следующее выражение:

∂U (1)

∂t
+ σU (1).
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Тогда получим интегродифференциальное уравнение второго порядка относи-
тельно U (2)(t, ω, x):

∂2U (2)

∂t2
− 1

4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)
3∑

α=1

3∑
β=1

ω′αω
′
β

∂2U (2)(t, ω′, x)
∂xα∂xβ

dω′

+ σ

(
2
∂U (2)

∂t
+ σU (2)

)
=
σs

4π

∫
Ω

g(2)(µ0)
(
∂U (2)

∂t
+ σU (2)

)
dω′ + F (2), (14)

где F (2) = ∂f(2)

∂t + σf (2).
Начальные и граничные условия, cоответствующие системе (14), запишутся

в следующем виде:
U (2)(0, ω, x) = ϕ(2)(ω, x), (15)

∂U (2)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= Φ(2)(ω, x), (16)

1
4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)
(
|(ω, n)|

(
∂U (2)

∂t
+ σU (2)

)
+ |(ω, n)|2 ∂U

(2)

∂n

)
dω′
∣∣∣∣
Γ

= 0,

(17)
где

Φ(2) =
1
4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)
3∑

α=1

ω′α
∂ϕ(1)(ω′, x)

∂xα
dω′

− σϕ(2) +
σs

4π

∫
Ω

g(2)(µ0)ϕ(2)(ω′, x) dω′ + f (2)(0, ω, x).

В теории волнового уравнения граничное условие типа (17) называется им-
педансным [15]. Поэтому граничные условия (17) назoвем также импедансными
граничными условиями, ожидая, что система (14) в общем случае будет отно-
ситься к классу гиперболических.

Уравнение (14) умножим на сферическую функцию, которая последова-
тельно перебирается из системы{

Cm
2k(ω), k = 0, r; m = 0, 2k, Sm

2k(ω), k = 1, r; m = 1, 2k
}
,

затем в каждом случае интегрируем его по единичной сфере Ω. При этом, поль-
зуясь известными рекуррентными формулами для присоединенных полиномов
Лежандра:

(2k + 1)
√

1− µ2Pm
k (µ) =


Pm+1

k+1 (µ)− Pm+1
k−1 (µ),

(k +m)(k +m− 1)Pm−1
k−1 (µ)

−(k −m+ 1)(k −m+ 2)Pm−1
k+1 (µ),

0 ≤ m ≤ k − 1, и свойством ортогональности сферических функций, найдем
систему для неизвестных коэффициентов (за которыми мы оставляем прежние
обозначения) линейной комбинации сферических функций, определяющих U (2)

из (11). Тогда получим векторно-матричную запись системы (14):

B0
∂2~U

∂t2
−

3∑
α,β=1

Aα,β
∂2~U

∂xα∂xβ
+ D

(
∂~U

∂t
+ σ~U

)
= B0

~F (18)
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с начальными условиями
~U |t=o = ~ϕ, (19)

∂~U

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ~Φ (20)

и импедансным граничным условием

M
(
∂~U

∂t
+ σ~U

)
+ H

∂~U

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0, (21)

где D = B0(σE − σsG0), ~F = ∂ ~f
∂t + σ ~f , E — единичная матрица, B0, G0 по-

ложительно определены и все матрицы B0, G0, Aαβ симметричны, а также
Aαβ = Aβα (α, β = 1, 3). Граничные матрицы M,H положительно определены
и симметричны.

Рассмотрим дифференциальный оператор, входящий в систему (18):

L ~U ≡
3∑

α,β=1

Aα,β
∂2~U

∂xα∂xβ
.

Пусть N = 2r + 1 и задан произвольный вектор

~ζ2r =
{
ζm
c,2k,

k = 0, . . . , r,
m = 0, . . . , 2k + 1; ζ

m
s,2k,

k = 1, . . . , r,
m = 1, . . . , 2k

}
.

Для того чтобы показать, что система уравнений (18) относится к классу
сильно гиперболических систем, докажем, что оператор L является сильно эл-
липтическим. На основании определения сильно эллиптических систем из [13]
для оператора L системы (18) c учетом свойств матриц Aαβ (α, β = 1, 2, 3) уста-
новим неравенство (

3∑
α,β=1

Aα,βξαξβ~ζ2r, ~ζ2r

)
> 0 (22)

для любых чисел ξα (α = 1, 2, 3).
Введем линейную комбинацию сферических функций:

Q2r =
r∑

k=0

2k∑
m=0

βm
2k

[
Cm

2k(ω)ζm
c,2k + Sm

2k(ω)ζm
s,2k

]
с произвольными коэффициентами

ζ2r =
{
ζm
c,2k,

k = 0, . . . , r,
m = 0, . . . , 2k + 1; ζ

m
s,2k,

k = 1, . . . , r,
m = 1, . . . , 2k

}
.

Для нее имеет место следующая

Лемма 1 [12]. Квадратичная форма∫
Ω

(ω, ξ)2Q2
2r(ω) dω

для любых чисел ξ1, ξ2, ξ3 с
3∑

α=1
ξα 6= 0 и соответственно для любого ненулевого

вектора ~ζ2r положительно определенная, т. е.∫
Ω

(ω, ξ)2Q2
2r(ω) dω ≥ χ2r

r∑
k=0

{
2k∑

m=0

3∑
α=1

(
ξαζ

m
c,2k

)2 +
2k∑

m=0

3∑
α=1

(
ξαζ

m
s,2k

)2}
, (23)
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где (ω, ξ) =
3∑

α=1
ξαωα, причем χ2r > 0 равно квадрату наименьшего корня по-

линома Лежандра [16] P2r+2(χ) = 0, а при N � 1 имеет место оценка χ2r =
O(1/N4).

Отметим следующее неравенство:
r∑

k=0

{
2k∑

m=0

3∑
α=1

(
ξαζ

m
c,2k

)2 +
2k∑

m=0

3∑
α=1

(
ξαζ

m
s,2k

)2} ≥ 4π
4r + 1

∫
Ω

3∑
α=1

(ξαQ2r(ω))2 dω

при N = 2r + 1, вытекающее из свойства ортогональности сферических функ-
ций. C учетом последнего неравенства перепишем (23) в следующем виде:∫

Ω

(ω, ξ)2Q2
2r(ω) dω ≥ 4π

4r + 1
χ2r

∫
Ω

3∑
α=1

(ξαQ2r(ω))2 dω. (24)

Тогда, принимая во внимание свойства матриц Aαβ (α, β = 1, 2, 3), нетрудно
заметить, что неравенства (23) и (22) эквивалентны, т. е. система (18) является
сильно гиперболической.

Интересно отметить первые два приближения:
P1-приближение

∂2U

∂t2
− 1

3

3∑
α=1

∂2U

∂x2
α

+
(
∂U

∂t
+ σU

)
= F, U = U0

c,0,

P2-приближение

B0
∂2~U

∂t2
+

3∑
α,β=1

Aα,β
∂2~U

∂xα∂xβ
+ D

(
∂~U

∂t
+ σ~U

)
= B0

~F ,

где A12 = A21, A13 = A31, A23 = A32, ~U ′ =
(
U0

c,1, U
1
c,1, U

1
s,1

)
, B0 = diag{ρ, ρ, ρ},

A11 = diag{µ+ λ, µ, µ}, A22 = diag{µ, µ+ λ, µ}, A33 = diag{µ, µ, µ+ λ};

A12 = [a2,3 = a3,2 = µ+ λ, остальные нули];

A13 = [a1,2 = a2,1 = µ+ λ, остальные нули];

A23 = [a1,3 = a3,1 = µ+ λ, остальные нули],

где ρ = 3
2 , λ = 3

5 , µ = 3
10 . Заметим, что первые два приближения P1, P2 соответ-

ствуют широко известным в математической физике телеграфному уравнению
и динамическим уравнениям теории упругости относительно вектора упругих
смещений. Как известно (см. например, [13]), последние соответственно отно-
сятся к классам гиперболических уравнений и сильно гиперболических систем.
Построение решения задачи для одномерного телеграфного уравнения с импе-
дансным граничным условием методом преобразования Лапласа рассматрива-
лось в книге [17, с. 545–546].

Априорные оценки. Построим априорные оценки для решения задачи
(18)–(22) в классе гладких решений. Для этого введем в рассмотрение ее экви-
валентную форму записи (14)–(17), где составляющие вектора решений пред-
ставлены в виде коэффициентов линейной комбинации сферических функций.
Для удобства записи опустим верхний индекс (2) у всех функций и положим

U = exp(γt)V, 0 < γ = const .
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После такой замены задача (14)–(17) перепишется в следующем виде:

∂2V

∂t2
− 1

4π

r∑
`=0

(4`+1)
∫
Ω

P2`(µ0)
3∑

α=1

3∑
β=1

ω′αω
′
β

∂2V (t, ω′, x)
∂xα∂xβ

dω′+σγ

(
2
∂V

∂t
+σγV

)

=
σs

4π

∫
Ω

g(µ0)
(
∂V

∂t
+ σγV

)
dω′ + F̃ , (25)

где σγ = σ + γ, F̃ = exp(−γt)F , с начальными условиями

V (0, ω, x) = ϕ(ω, x), (26)

∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= Φ(ω, x)− γϕ(ω, x) ≡ Φ̃(ω, x) (27)

и граничным условием

1
4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)
(
|(ω′, n)|

(
∂V (t, ω′, z)

∂t
+ σγV (t, ω′, z)

)

+ |(ω′, n)|2 ∂V (t, ω′, z)
∂n

)
dω′ = 0, z ∈ Γ. (28)

Граничное условие (28) умножим на Vt(t, z, ω) и проинтегрируем по ω ∈ Ω.
Тогда, воспользовавшись равенством

Vt(t, ω′, z) =
1
4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)Vt(t, ω, z) dω, (29)

находим ∫
Ω

|(ω, n)|2 ∂V
∂n

Vt dω = −
∫
Ω

|(ω, n)|(Vt + σγV )Vt dω, Vt =
∂V

∂t
. (30)

Рассмотрим дифференциальный оператор, входящий в уравнение (25):

L V = − 1
4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)
3∑

α=1

3∑
β=1

ω′αω
′
β

∂2V (t, ω′, x)
∂xα∂xβ

dω′.

Умножим его на 2Vt и проинтегрируем по области Q′ = [0, t′]×G×Ω, где t′ ≤ T .
Тогда на основании формулы Грина [2] и равенства (29) получаем

2
∫
Q′

L V Vt dxdωdt

= 2
∫
Q′

3∑
α=1

3∑
β=1

ωαωβ
∂V

∂xα

∂Vt

∂xβ
dxdωdt− 2

t′∫
0

∫
Γ×Ω

|(ω, n)|2 ∂V
∂n

Vt dωdzdt.

Отсюда с учетом формулы (30) имеем

2
∫
Q′

L V Vt dωdxdt

= 2
∫
Q′

3∑
α=1

3∑
β=1

ωαωβ
∂V

∂xα

∂Vt

∂xβ
dωdxdt+ 2

t′∫
0

∫
Γ×Ω

|(ω, n)|(Vt + σγV )Vt dωdzdt.
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Из правой части последнего соотношения с помощью интегрирования по частям
по переменной t получим

2
∫
Q′

L V Vtdωdxdt =
∫

G×Ω

(
3∑

α=1

ωα
∂V (t′, ω, x)

∂xα

)2

dωdx

−
∫

G×Ω

(
3∑

α=1

ωα
∂ϕ

∂xα

)2

dωdx+ 2

t′∫
0

∫
Γ×Ω

|(ω, n)| |Vt(t, ω, z)|2 dωdzdt

+
∫

Γ×Ω

|(ω, n)| |V (t′, ω, z)|2 dωdz −
∫

Γ×Ω

|(ω, n)| |ϕ|2 dωdz. (31)

Пусть

I0 = 2

t′∫
0

∫
Γ×Ω

|(ω, n)| |Vt(t, ω, z)|2 dωdzdt+
∫

Γ×Ω

|(ω, n)| |V (t′, ω, z)|2 dωdz.

Положим ξα = nα (α = 1, 2, 3) и воспользуемся неравенством (24), в результате
приходим к неравенству

I0 ≥ 2χ2r

t′∫
0

∫
Γ×Ω

|Vt(t, ω, z)|2 dωdzdt

+ χ2r

∫
Γ×Ω

|V (t′, ω, z)|2 dωdz −
∫

Γ×Ω

|(ω, n)| |ϕ|2 dωdz. (32)

Рассмотрим квадратичную форму

I1 =
∫

G×Ω

(
3∑

α=1

ωα
∂V (t′, ω, x)

∂xα

)2

dωdx,

откуда, воспользовавшись неравенством (23) и положив в нем ξαU
(2) = ∂

∂xα
V ,

получим

I1 ≥
4π

4r + 1
χ2r

∫
G×Ω

3∑
α=1

(
∂V (t′, ω, x)

∂xα

)2

dωdx. (33)

Из (31) с учетом неравенств (32) и (33) найдем

J0 ≡ 2
∫
Q′

L V Vt dωdxdt ≥
4π

4r + 1
χ2r

∫
G×Ω

3∑
α=1

(
∂V (t′, ω, x)

∂xα

)2

dωdx

−
∫

G×Ω

(
3∑

α=1

ωα
∂ϕ

∂xα

)2

dωdx+ 2χ2r

t′∫
0

∫
Γ×Ω

|Vt(t, ω, z)|2 dωdzdt

+ χ2r

∫
Γ×Ω

|V (t′, ω, z)|2 dωdz −
∫

Γ×Ω

|(ω, n)| |ϕ|2 dωdz. (34)
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Умножим уравнение (25) на 2Vt и результат проинтегрируем по Q′, t′ ≤ T :

2
∫
Q′

Vt

{
∂2V

∂t2
− 1

4π

r∑
`=0

(4`+ 1)
∫
Ω

P2`(µ0)
3∑

α,β=1

ω′αω
′
β

∂2V (t, ω′, x)
∂xα∂xβ

dω′

+ σγ

(
2
∂V

∂t
+ σγV

)}
dxdωdt =

σs

2π

∫
Q′

Vt

{∫
Ω

g(µ0)
(
∂V

∂t
+ σγV

)
dω′ + F̃

}
dxdωdt.

(35)

Левую часть (35) преобразуем с помощью интегрирования по частям, принимая
во внимание (34), и после этого установим следующие неравенства:

J1 =
∫
Q′

∂V 2
t

∂t
dωdxdt = ‖Vt(t′)‖2L2(G×Ω) − ‖Φ̃‖

2
L2(G×Ω);

J2 = σ2
γ

∫
Q′

∂V 2

∂t
dωdx = σ2

γ

(
‖V (t′)‖2L2(G×Ω) − ‖ϕ‖

2
L2(G×Ω)

)
;

J3 = 4σγ

∫
Q′

∂V

∂t
Vt dωdxdt = 2σγ

t′∫
0

‖Vt(t)‖2L2(G×Ω) dt.

Рассмотрим интеграл

J4 =
σs

2π

∣∣∣∣∫
Q′

∫
Ω

g(µ0)Vt(t, ω′, x)Vt(t, ω, x)dω′ dωdxdt
∣∣∣∣.

Применяя неравенство Коши — Буняковского, имеем

J4 ≤
σsg0
2π

t′∫
0

‖Vt(t)‖2L2(G×Ω) dt,

где g0 = ‖g‖L2(Ω×Ω). Для интеграла

J5 =
σγσs

2π

∣∣∣∣∫
Q′

∫
Ω

g(µ0)V (t, ω′, x)Vt(t, ω, x) dω′ dωdxdt
∣∣∣∣

находим, что

J5 ≤
σγσsg0

4π


t′∫

0

‖Vt(t)‖2L2(G×Ω) dt+

t′∫
0

‖V (t)‖2L2(G×Ω) dt

.
Наконец, используя известное неравенство Юнга, запишем

J6 = 2
∣∣∣∣∫
Q′

F̃ (t, ω, x)Vt(t, ω, x) dωdxdt

∣∣∣∣∣
≤ 1
ε

t′∫
0

‖F̃ (t)‖2L2(G×Ω) dt+ ε

t′∫
0

‖Vt(t)‖2L2(G×Ω) dt.



О сильном решении метода сферических гармоник 767

Учитывая все оценки для Jk, k = 0, 6, и заменяя V на U из (35), находим

(1 + c1T ) sup
t
‖Ut(t)‖2L2(G×Ω) + c2(T ) sup

t
‖U(t)‖2L2(G×Ω)

+
4π

4r + 1
χ2r sup

t

3∑
α=1

∥∥∥∥∂U(t, ω, x)
∂xα

∥∥∥∥2

L2(G×Ω)

+ 2χ2rT sup
t
‖Ut(t)‖2L2(Γ×Ω) + χ2r sup

t
‖U(t)‖2L2(Γ×Ω)

≤ ‖Φ̃‖2L2(G×Ω) +
3∑

α=1

∥∥∥∥ωα
∂ϕ

∂xα

∥∥∥∥2

L2(G×Ω)

+ ‖ϕ‖2L2(G×Ω)

+ ‖(ω, n)ϕ‖2L2(Γ×Ω) +
T

ε
exp(2γT ) sup

t
‖F (t)‖2L2(G×Ω), (36)

где c1, c2(t) — положительные константы, зависящие от σγ , σs, g0.

Определение. Назовем обобщенным решением задачи (14)–(17) линей-
ную комбинацию сферических функций U(t, x, ω), коэффициенты которой яв-
ляются компонентами вектор-функции ~U , принадлежащимиW 1

2 ((0, T ]×G), рав-
ную ~ϕ(x, ω) при t = 0 и удовлетворяющую тождеству∫

QT

(
−Utηt +

3∑
α=1

3∑
β=1

ωαωβ
∂U

∂xα

∂η

∂xβ

)
dωdxdt

+

T∫
0

∫
Γ×Ω

|(ω, n)|(Ut + σU)η dωdzdt−
∫

G×Ω

Φη(x, ω) dxdω =
∫
Q′

Fη dxdωdt

для любой вектор-функции ~η(t, x) из W 1
2 ((0, T ] × G), равной нулю при t = T ,

компоненты которой являются коэффициентами линейной комбинации сфери-
ческих функций η(t, ω, x).

Известным приемом из [13] с использованием априорной оценки (36) легко
доказывается следующая

Теорема 1. Задача (18)–(21) или (16)–(17) имеет единственное сильное
обобщенное решение, состоящее из линейной комбинации сферических функ-
ций U(t, ω, x), коэффициенты которых являются компонентами вектор-функции
~U(t, x) из W 1

2 ((0, T ]×G) для любых ~ϕ ∈ W 1
2 (G), ~Φ ∈ L2(G), ~F (t, x) ∈ C1((0, T );

L2(G)).
Замечание. Утверждение последней теоремы полностью переносится для

четных P2r-приближений с граничными условиями (8).
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