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РАЗРЕШИМОСТЬ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
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УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ТИПА.

ВЫРОЖДЕННЫЙ СЛУЧАЙ

С. Г. Пятков, Н. Л. Абашеева

Аннотация: Получен ряд результатов о разрешимости краевых задач для уравне-
ния вида But − Lu = f (t ∈ (0,∞)) в случае, когда оператор B самосопряженный,
а оператор L диссипативный в данном гильбертовом пространстве E. Оператор B

может иметь ненулевое ядро, а L равномерно диссипативный на M (M — некоторое
подпространство конечной коразмерности). Библиогр. 29.

Введение

Работа посвящена исследованию краевых задач для операторно-дифферен-
циальных уравнений вида

Mu = But − Lu = f, t ∈ (0,∞), (1)

где B, L — линейные операторы, определенные в данном гильбертовом про-
странстве E. Мы не предполагаем, что оператор B обратим; в частности, он
может иметь ненулевое ядро и спектр оператора B может содержать одновре-
менно бесконечные подмножества положительной и отрицательной полуосей.
Такие уравнения возникают в физике [1–9], геометрии, популяционной генети-
ке [10–12] и некоторых других областях.

Ранее вопросы разрешимости краевых задач для таких уравнений исследо-
вались в случае, когда операторы L,B самосопряжены в данном гильбертовом
пространстве E [1, 5, 13–16]. В этой работе условие самосопряженности опера-
тора L заменяется условием его диссипативности. Под диссипативным опера-
тором мы понимаем оператор, удовлетворяющий условию: Re(−Lu, u) ≥ 0 для
всех u ∈ D(L), здесь D(L) — область определения оператора L. Опишем содер-
жание работы. Вначале мы получим некоторые вспомогательные результаты,
связанные со свойствами соответствующего уравнению (1) спектрального пучка
L−λB и возникающих при этом операторов. Затем полученные результаты при-
меним при исследовании уравнения (1). При этом используем методы теории
интерполяции банаховых пространств. Отметим, что данная работа является
продолжением работы авторов [17].
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1. Вспомогательные утверждения

Норму и скалярное произведение в E обозначаем через ‖ · ‖ и (·, ·). Пусть
вложение H1 ⊂ E плотно (H1 — гильбертово пространство). Через H ′

1 обозна-
чаем негативное пространство, построенное по паре H1, E. Основные предпо-
ложения об операторах L, B состоят в следующем.

I. Найдется гильбертово пространство H1, плотно вложенное в E, такое,
что L ∈ L(H1;H ′

1) и B ∈ L(H1,H
′
1). Оператор B : E → E самосопряжен в E.

H1 плотно вложено в D(|B|1/2) (с нормой графика).
II. Для u ∈ H1 выполнено неравенство Re(−Lu, u) ≥ 0 и найдется постоян-

ная δ > 0 такая, что
Re(−Lu, u) ≥ δ‖u‖2

H1

для всех u ∈ H1 ∩M⊥, где M ⊂ H1 — некоторое конечномерное подпростран-
ство, а ортогональное дополнение берется в E. Для всех u ∈ M справедливо
равенство Re(Lu, u) = 0.

Далее считаем условия I, II выполненными.
Уравнению (1) соответствует спектральный пучок

Lu = λBu. (2)

Под собственным элементом задачи (2) понимаем функцию u ∈ H1 (u 6= 0)
такую, что для некоторого λ ∈ C выполнено равенство (2). Множество {ui}n

i=0

(ui ∈ H1) — цепочка собственных и присоединенных элементов длины n + 1
(с.п.э.) задачи (2), соответствующих λ ∈ C, если

(L− λB)ui = Bui−1, u−1 = 0, i = 0, . . . , n.

Корневое подпространство пучка (2), соответствующее некоторому λ ∈ C, т. е.
замыкание в H1 линейной оболочки с.п.э. задачи (2), соответствующих данному
λ, будем обозначать через Lλ. Будем говорить, что {ui}m

i=0, где ui ∈ H1 (i =
0, . . . ,m− 1), um ∈ D(|B|1/2), является цепочкой с.п.э. длины m+ 1 пучка (2),
соответствующих λ = ∞, если Bui = Lui−1, i = 0, . . . ,m, u−1 = 0.

Положим

F1 = {u ∈ H1 : (Lu, v) = 0 ∀v ∈ kerB ∩H1},

F̃1 = {u ∈ H1 : (L∗u, v) = 0 ∀v ∈ kerB ∩H1}.

Лемма 1. Пусть
kerB ∩M = {0}. (3)

Тогда длины цепочек с.п.э. задачи (2), соответствующих λ = ∞, равны 1.
Пространство H1 представимо в виде прямых сумм

H1 = N + F1, H1 = N + F̃1, (4)

где N = kerB ∩H1.
Доказательство. Действительно, если Bu0 = 0 и Bu1 = Lu0, то получа-

ем (Lu0, u0) = (Bu1, u0) = 0. Тогда u0 ∈M ∩ kerB = {0}.
Из определения следует, что F1 — замкнутое подпространство H1. По-

скольку kerL = kerL∗ (в силу диссипативности), элементы F1 представляются
в виде u = u0 + L−1g, где u0 ∈ kerL, g ∈ N⊥ ∩ (kerL)⊥. Обозначим F⊥1

1 =
{u ∈ H1 : (u, Lv) = 0 ∀v ∈ F1}. Тогда, очевидно, F⊥1

1 = N + kerL = N + kerL.
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Пусть найдется элемент f ∈ H ′
1 такой, что (f, v) = 0 для всех v ∈ N + F1.

Поскольку это равенство выполняется и при v ∈ kerL ⊂ F1, то f ∈ R(L), т. е.
существует u ∈ H1 такой, что f = Lu. Вспоминая определение F1, получаем,
что u ∈ F1. Полагая v = u, имеем u ∈M . Отсюда L∗u = −Lu и (u, Lv) = 0 для
любого v ∈ N + F1. Тогда u ∈ F⊥1

1 . Следовательно, u = u1 + u2, где u1 ∈ N ,
u2 ∈ kerL ⊂ M , так что (Lu, u) = (Lu1, u1) = 0 и u1 ∈ M ∩ N = {0}. Итак,
f = Lu1 = 0. Тем самым мы показали плотность N + F1 в H1. Покажем, что
H1 = N + F1. Используя те же рассуждения, что приведены в доказательстве
леммы 4 в [17], и условие (3), легко получить неравенство

Re(−Lv, v) ≥ δ‖v‖2
H1

∀v ∈ N,

где δ — некоторая положительная постоянная. Тогда

‖v‖2
H1

≤ cRe(−Lv, v) = cRe(−L(u+ v), v) ≤ c1‖u+ v‖H1‖v‖H1 ∀u ∈ F1, v ∈ N.

Отсюда с использованием неравенства треугольника получим неравенство

‖u+ v‖H1 ≥ δ1(‖u‖H1 + ‖v‖H1) ∀u ∈ F1, v ∈ N,

где δ1 > 0. Это неравенство и плотность N + F1 в H1 гарантируют первое из
равенств (4). Второе доказывается по аналогии. Лемма доказана.

Вводим в подпространстве F1 норму ‖ · ‖1, индуцированную из H1. Поло-
жим F0 = D(|B|1/2)/ kerB. Норму в пространстве F0 зададим с помощью ра-
венства ‖u‖0 = ‖|B|1/2u‖. Введем в F0 также индефинитную метрику [u, v]0 =
(Bu, v), относительно которой в F0 определяется структура пространства Крей-
на [18]. Введем также пространство F−1 как пополнение F0 относительно нормы
‖u‖−1 = sup

v∈F1

|[u, v]0|/‖v‖1. В силу предыдущей леммы эта норма эквивалентна

норме ‖Bu‖H′
1
. Имеем F1 ⊂ F0 ⊂ F−1, причем каждое вложение плотно.

Обозначим через S, S̃ проекторы в H1, отвечающие разложениям (4), т. е.
R(S) = N , R(I−S) = F1, R(S̃) = N , R(I−S̃) = F̃1. Пусть S∗, S̃∗ : H ′

1 → H ′
1 — со-

пряженные к операторам S, S̃ (в смысле теории банаховых пространств). Имеем
S∗, S̃∗ ∈ L(H ′

1,H
′
1). Кроме того,

R(S∗) = F⊥1 = {f ∈ H ′
1 : (f, v) = 0 ∀v ∈ F1} ⊂ R(L),

R(I − S∗) = R(I − S̃∗) = N⊥ = {Bf : f ∈ F−1},

S̃∗L = LS, (I − S̃∗)L = L(I − S). (5)

Покажем второе равенство. По построению пространства F−1 подпространство
G = {Bf : f ∈ F−1} замкнуто в H ′

1. Рассматривая равенство (Bf, v) = 0 для
f ∈ D(|B|1/2) и пользуясь самосопряженностью B, убеждаемся, что G⊥ ⊂ N .
Кроме того, очевидно, что N ⊂ G⊥. Третье равенство вытекает из определений
подпространств F1, F̃1 и цепочки равенств

(S̃∗Lu, v) = (Lu, S̃v) = (LSu, S̃v) = (LSu, v) ∀u, v ∈ H1.

Четвертое равенство следует из третьего.
Пусть u ∈ F1. По определению подпространства F1 имеем Lu ∈ (I− S̃∗)H ′

1.
Тогда найдется элемент g ∈ F−1 такой, что Lu = Bg. По определению положим
g = B−1Lu, B−1L : F1 → F−1. Из определения нормы в пространстве F−1 вы-
текает, что A = B−1L ∈ L(F1, F−1). Кроме того, в силу леммы 5 из работы [17]
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мнимая ось, за исключением конечного числа точек, принадлежит ρ(A). Рас-
смотрим оператор A как неограниченный оператор в F0 c областью определения
D(A) = {u ∈ F1 : Au ∈ F0}. Оператор A : F0 → F0 замкнут и имеет то же самое
резольвентное множество. По определению оператор A J-диссипативен, т. е.
Re[Au, u]0 ≤ 0. Поскольку ρ(A)∩{z : Re z = 0} 6= ∅, легко заключить, что D(A)
плотно в F0 и A — максимальный J-диссипативный оператор (см. [18, гл. 2,
§ 2]). Пусть λ0 ∈ σ(A) ∩ iR. В соответствии с [19, теорема 3.1, лемма 3.1] и [17,
лемма 5] найдется множество вида 0 < |λ−λ0| < ε, принадлежащее ρ(A). Таким
образом, σ(A) ∩ iR состоит из изолированных собственных значений. Возьмем
λ ∈ σ(A)∩iR. Поскольку ker(A−λI) = ker(L−λB), а последнее подпространство
конечномерно, то конечномерно и подпространство ker(A−λI). Кроме того, по-
скольку ker(L∗− λ̄B) конечномерно, из определения оператора A вытекает, что
подпространство R(A) имеет конечную коразмерность. Тогда из теоремы 4.2
в [19] следует, что каждое такое собственное значение является нормальным
собственным значением, т. е. изолированным собственным значением конечной
кратности, причем область значений соответствующего проектора Рисса сов-
падает с корневым подпространством, отвечающим этому собственному значе-
нию. Непосредственно из определений также получаем равенство Lλ(A) = Lλ,
где Lλ(A) — корневое подпространство оператора A, отвечающее собственно-
му значению λ ∈ σ(A) ∩ iR. Обозначим через Ac J-сопряженный к оператору
A, т. е. сопряженный относительно индефинитной метрики [·, ·]0. Он также
будет замкнутым, плотно определенным, максимально J-диссипативным [18,
гл. 2, § 2]). Кроме того, спектры операторов A, Ac симметричны относительно
вещественной оси.

Приведем некоторые свойства оператора A : F0 → F0.

Лемма 2. Найдется R > 0 такое, что iy ∈ ρ(A) при |y| ≥ R и справедлива
оценка

‖(A− iy)−1f‖F−1(1 + |y|) + ‖(A− iy)−1f‖F1 ≤ c‖f‖F−1 ∀f ∈ F−1. (6)

Если в дополнение выполнено равенство

(F1, F−1)1/2,2 = F0, (7)

то верна оценка

‖(A− iy)−1f‖F0(1 + |y|) + ‖(A− iy)−1f‖D(A) ≤ c‖f‖F0 ∀f ∈ F0. (8)

Доказательство. Рассмотрим уравнение

(A− iy)u = f, f ∈ F−1. (9)

В силу леммы 5 из [17] и свойств операторов S̃, S (см. (5)) найдется R0 > 0
такое, что {iy : |y| ≥ R0} ⊂ ρ(A). Воспользуемся проектором P , построенным в
доказательстве теоремы 7 из [17]. Ввиду леммы 4 из [17] имеем

δ‖(I − P )u‖2
F1
≤ Re[−Au, u]0 = Re[f, u]0. (10)

Кроме того, из (9) получим, что

|y|‖u‖2
F−1

+ ‖u‖2
F1
≤ 2‖f‖2

F−1
+ c‖u‖2

F1
.

Отсюда(
|y|‖u‖2

F−1
+‖u‖2

F1

)
/2+ |y|‖Pu‖2

F−1
≤ 2‖f‖2

F−1
+2c‖(I−P )u‖2

F1
+2c‖Pu‖2

F1
. (11)
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Поскольку проектор P конечномерен, найдется постоянная c1 такая, что вы-
полнено ‖Pu‖F1 ≤ c1‖Pu‖F−1 . Используя это неравенство, неравенства (10) и
|ab| ≤ |a|δ/2 + |b|/(2δ) в правой части (11), мы придем к (6) при достаточно
большом R ≥ R0 и |y| ≥ R.

Пусть в (9) f ∈ F1. Тогда u ∈ D(A) и Au ∈ F1. Применим оператор
A − iy0I (|y0| ≥ R) к (9) и воспользуемся неравенством (6) применительно к
v = (A− iy0I)u. Поскольку iy0 ∈ ρ(A), имеем

‖(A− iy)−1f‖F1 ≤
c

1 + |y|
‖f‖F1 ∀f ∈ F1.

Аналогичная оценка справедлива в F−1, так что ввиду (7) оператор (A− iy)−1

определяет непрерывное отображение F0 в F0 и справедлива оценка

‖(A− iy)−1f‖F0 ≤
c

1 + |y|
‖f‖F0 ∀f ∈ F0.

Из этой оценки вытекает неравенство (8).

Положим F2 = D(A) (с нормой графика).
Построим проектор Рисса, отвечающий части спектра оператора A, лежа-

щей на мнимой оси

Pγu = − 1
2πi

∫
γ

(A− λ)−1u dλ,

где γ — некоторая замкнутая гладкая кривая Жордана, симметричная относи-
тельно вещественной и мнимой осей (определение и свойства проектора Рисса
см. в [20, 18]). Используя проектор Рисса, мы можем записать разложения

Fi = Fia + Fib, Fia = PγFi, Fib = (I − Pγ)Fi (i = −1, 0, 1, 2).

Пространства F0a, F0b инвариантны относительно A, F0a ∩ D(A) = F2a, F0b ∩
D(A) = F2b. Очевидными свойствами этого проектора также являются свойства
Pγ |Fi

∈ L(Fi) (i = −1, 0, 1, 2). Это и теорема об интерполяции подпространств
[21, п. 1.17.1] гарантируют, что равенство (7) эквивалентно равенству

(F1b, F−1b)1/2,2 = F0b.

Отметим также тот факт, что D(Am) плотно в F0 для любого m ≥ 1 [22, § 11,
п. 11.1].

Рассмотрим оператор A как оператор из F0b в F0b с областью определения
F2b. В силу известных свойств проекторов Рисса и леммы 2 мнимая ось принад-
лежит резольвентному множеству оператора A и оценки (6) и (8) справедливы
для всех y ∈ R.

Найдется δ > 0 такое, что (см. [22, п. 14.1])

S = C \ (S+ ∪ S−) ⊂ ρ(A),

S−(+) = {z : | arg z| < π/2− δ (| arg z| > π/2 + δ), |z| > δ}
и для любого луча {arg z = θ} ⊂ S имеют место оценки резольвенты

‖(A− λ)−1f‖Fi
≤ c1‖f‖Fi

(1 + |λ|)−1 (i = −1, 1).

Определим операторы

P±f = − 1
2πi

∫
Γ±

A(A− z)−1

z
f dz, Γ± = ∂S±, f ∈ D(A2), (12)
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где направление интегрирования положительно, т. е. против часовой стрелки.
Для f ∈ D(A2) интегралы в (12) нормально сходятся и (P±)2f = P±f . Однако
операторы P± не обязательно допускают продолжение до операторов класса
L(F0). Рассмотрим оператор A как оператор в F−1 с областью определения F1.
Тогда предложение 3.1 в [23] (см. также лемму 1 в [24]) гарантирует, что после
соответствующего продолжения справедливо включение

P± ∈ L((F1, F−1)s,2) ∀s ∈ (0, 1). (13)

Будем говорить, что подпространство M ⊂ F0 неотрицательно (неположи-
тельно), если [u, u]0 ≥ 0 ([u, u]0 ≤ 0) для всех u ∈ M . Если выполнено усло-
вие [u, u]0 ≥ δ‖u‖2

F0
(δ > 0) для всех u ∈ M , то M называется равномерно

положительным подпространством. Аналогично определяем положитель-
ные пространства, равномерно отрицательные и т. д. [18]. Неотрицательные
и т. п. подпространства, для которых не существует нетривиальных неотри-
цательных расширений, называются максимальными неотрицательными под-
пространствами.

Положим F±0b = {u ∈ D(A2) : P±u = u}.

Лемма 3. Подпространства F0a, Lλ(A) (λ ∈ iR) и F0b проекционно полны,
т. е. с нормой и индефинитной метрикой, индуцированной из F0, они являются
пространствами Крейна.

Доказательство. Обоснование проекционной полноты подпространства
F0a = R(Pγ) совпадает с соответствующим доказательством теоремы 2.24 в
[18, гл. 2] с учетом того факта, что определение J-диссипативного оператора
в [18] другое. Аналогично можно показать проекционную полноту каждого
из подпространств Lλ(A). Покажем, что F0b проекционно полно. Поскольку
F0b = (I − Pγ)F0, из определения получаем, что F

[⊥]
0b = {u ∈ F0 : P c

γu = u}
(F [⊥]

0b = {u ∈ F0 : [u, v]0 = 0 ∀v ∈ F0b}). По построению

P c
γ = − 1

2πi

∫
γ

(Ac − λ)−1 dλ,

т. е. P c
γ — соответствующий проектор Рисса для оператора Ac. Тогда каж-

дый элемент u ∈ F
[⊥]
0b принадлежит D(Ac). Однако подпространство R(P c

γ )
проекционно полно по тем же причинам, что и R(Pγ). Для доказательства
проекционной полноты F0b достаточно показать, что F [⊥]

0b ∩ F0b = {0}. В этом
случае в силу конечномерности F [⊥]

0b все пространство представимо в виде пря-
мой суммы F0 = F0b + F

[⊥]
0b . Если u ∈ F

[⊥]
0b ∩ F0b, то u ∈ F

[⊥]
0b ∩ F [⊥⊥]

0b [18, гл. 1,
предложение 7.5]). В этом случае [u, v]0 = 0 для v ∈ F

[⊥]
0b . Положим v = Acu.

По теореме 2.15 в [18, гл. 2, § 2] u ∈ D(A) и Au = −Acu. Следовательно, подпро-
странство {LinLλi

(Ac), i = 1, 2, . . . ,m} = R
(
P c

γ

)
вырожденно, т. е. найдется

элемент u ∈ R
(
P c

γ

)
такой, что [u, v] = 0 для всех v ∈ R

(
P c

γ

)
, а это противоречит

проекционной полноте R(P c
γ ).

Лемма 4. Пусть справедливо (7). Тогда операторы P± допускают продол-
жение до операторов класса L(F0). Соответствующие подпространства F+

0b =
R(P+), F−0b = R(P−) являются максимальными неотрицательным и неположи-
тельным подпространствами пространства F0b, инвариантными относительно
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оператора A : F0b → F0b. В случае, если оператор A : F0b → F0b равномер-
но J-диссипативен, условие (7) является необходимым и достаточным условием
для того, чтобы проекторы P± допускали продолжение до операторов класса
L(F0) и чтобы подпространства F±0b были максимальными семидефинитными
подпространствами, инвариантными относительно A.

Доказательство. В силу равенства (13) операторы P± допускают про-
должение до операторов класса L(F0) и первая часть утверждения доказывается
точно так же, как и в лемме 10 в [24]. Вторая часть утверждения есть следствие
леммы 11 в [24].

Замечание 1. Оператор A : F0b → F0b равномерно J-диссипативен, на-
пример, в случае, если выполнено неравенство

|[Au, v]0| ≤ cRe[−Au, u]1/2
0 Re[−Av, v]1/2

0 ∀u, v ∈ F1,

которое всегда выполнено, если A J-самосопряжен.
Положим A+ = A|F+

0b
, A− = A|F−

0b
.

Лемма 5. При выполнении условия (7) операторы A+ и −A− являются
инфинитезимальными операторами аналитических полугрупп eA+t и e−A−t, и
соответствующие полугруппы удовлетворяют оценкам

‖eA+t‖L(F+
0b

) ≤ ce−δt, ‖e−A−t‖L(F−
0b

) ≤ ce−δt,

где c, δ — некоторые положительные постоянные. При этом {λ : Reλ > −δ1} ⊂
ρ(A+), {λ : Reλ < δ1} ⊂ ρ(A−) для некоторого δ1 > 0 и в этих полуплоскостях
справедливы оценки резольвент

‖(A+ − λI)−1‖L(F+
0 ) ≤ c/(1 + |λ|), ‖(A− − λI)−1‖L(F−

0 ) ≤ c/(1 + |λ|),

где c — некоторая постоянная.
Доказательство приведено в [25, с. 472, 473; 23, следствие 3.3].

Лемма 6. Пусть выполнено (7). Тогда найдутся максимальное неотри-
цательное и максимальное неположительное подпространства пространства F0,
инвариантные относительно A.

Доказательство. Вначале приведем некоторые свойства цепочек с.п.э.
оператора A.

Пусть {ui}k−1
i=0 — цепочка с.п.э. A, соответствующая собственному значению

λ ∈ iR. Тогда ui ∈ D(Ac) и Acui = −Aui для i ≤ [(k − 1)/2]. Пусть {vi}m−1
i=0 —

другая цепочка с.п.э. A, соответствующая λ, и m ≥ k. Возможно, что vi = ui

для каждого i. Если i ≤ [(k − 1)/2], то

[ui, vj ]0 = 0 при i+ j < m− 1. (14)

Если i > [(k − 1)/2] и m > k, то

[ui, vj ]0 = 0 при i+ j ≤
[
k − 1

2

]
+

[
m− 1

2

]
. (15)

Если [u0, vm−1]0 = 0 и [uk−1, v0]0 = 0, тогда равенство (14) справедливо для
i+ j ≤ m− 1.
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Эти соотношения доказаны (в несколько другом виде) при доказательстве
теоремы 2.26 в [18, гл. 2]. Отметим также, что при λ ∈ iR [18, гл. 2, след-
ствие 2.17]

ker(A− λI) = ker(Ac − λ̄), R(A− λI) = (ker(Ac − λ̄))[⊥].

Рассмотрим корневое подпространство Lλ(A) (λ ∈ iR). Докажем вначале
утверждение леммы для каждого из корневых подпространств Lλ(A) (λ ∈ iR).
По лемме 3 в Lλ(A) можно рассмотреть индефинитную метрику, индуцирован-
ную из F0. Рассмотрим оператор A|Lλ(A) : Lλ(A) → Lλ(A). Без ограничения
общности можем считать, что λ = 0, иначе рассмотрим оператор A − λI вме-
сто A.

Положим kerA = M0 и N0 = M0∩(kerA)[⊥]. Представим M0 в виде прямой
суммы M0 = M0,1 + N0. Подпространство M0,1 выбирается произвольно. Мы
имеем M0,1[⊥]N0 и подпространство M0,1 невырожденно, т. е. не существует u ∈
M0,1, u 6= 0, такого, что [u, v]0 = 0 ∀v ∈M0,1. Действительно, поскольку kerA =
kerAc и R(A) — замкнутое подпространство, элемент f ∈ N0 представим в виде
f = Af1. Тогда [u, f ]0 = [u,Af1]0 = [Au, f1]0 = 0, где u ∈ M0,1. Предположим
противное, т. е. что M0,1 вырожденное в F0. Найдется f ∈ M0,1 такой, что
[f, v]0 = 0 для v ∈ M0,1. Следовательно, [f, v]0 = 0 для v ∈ N0 + M0,1 = M0,
а этот факт влечет, что f ∈ N0. Это противоречит равенству N0 ∩ M0,1 =
{0}. Фиксируем оператор A−1 : R(A) → F0 (R(A) ⊂ F0). Положим M1 =
{A−1f + f1, f ∈ N0, f1 ∈M0,1}, где элемент f1 ∈M0,1 определяется из условия
[A−1f + f1, v]0 = 0 для каждого v ∈ M0,1. Элемент f1 существует и единствен.
Он может быть найден в виде f1 =

∑
i civi, где {vi} — базис в M0,1. Поскольку

M0,1 невырожденно, матрица [vi, vj ]0 невырожденна. Как и ранее, представим
подпространство M1 в виде прямой суммы M1 = N1 +M1,2, где N1 = M1∩M [⊥]

0 .
Положим M0,2 = AM1,2. Имеем M0 = M0,1 + M0,2 + AN1. По построению
M1,2[⊥]M0,1. Поскольку каждый элемент f ∈ N1 представим в виде f = Af1,
в силу соотношений (14), (15) M1,2[⊥]AN1. Из определения подпространства
M1,2 выводим M1,2 ∩M [⊥]

0,2 = {0}. Полученные соотношения можно записать в
виде

M0 = M0,1+M0,2+AN1, M1 = M1,2+N1, M1,2[⊥]M0,1+AN1, M1,2∩M [⊥]
0,2 = {0}.

Продолжим по индукции. Предположим, что при n = k мы построили подпро-
странства Mi, Ni, и Mi,j со свойствами

M0 = M0,1+. . .+M0,n+An−1Nn−1, M1 = M1,2+M1,3+. . .+M1,n+An−2Nn−1, . . . ,
(16)

Mi = Mi,i+1+Mi,i+2+. . .+Mi,n+An−i−1Nn−1, . . . ,Mn−1 = Mn−1,n+Nn−1, (17)

Mi,i+1[⊥]M0,s (s 6= i+ 1), Mi,i+1[⊥]An−1Nn−1 (i ≤ n− 1), Mi,i+1 ∩M [⊥]
0,i+1 = {0}.

(18)
Построим эти подпространства при n = k + 1. Положим

Mk =
{
A−1f +

∑
i≤k−1

fi,i+1, f ∈ Nk−1, fi,i+1 ∈Mi,i+1

}
,

где элементы fi,i+1 определяются из условий[
A−1f +

∑
i≤k−1

fi,i+1, v
]
0

= 0 ∀v ∈M0,1 +M0,2 + . . .+M0,k−1.
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В силу (18) нам достаточно иметь

[A−1f + fi,i+1, v]0 = 0 ∀v ∈M0,i+1, i = 0, 1, . . . , k − 1.

Пусть {vi} и {gi} — некоторые базисы в Mi,i+1 и M0,i+1. Поскольку Mi,i+1 ∩
M

[⊥]
0,i+1 = {0}, матрица ai,j = [vi, gj ]0 невырожденна и элемент fi,i+1 может быть

найден в виде fi,i+1 =
∑
civi. По построению Mk[⊥]M0,i для 0 ≤ i ≤ k − 1.

Положим Nk = Mk ∩ M
[⊥]
0 и представим Mk в виде прямой суммы Mk =

Nk + Mk,k+1. По определению положим Mi,k+1 = Ak−iMk,k+1. Покажем, что
Mk,k+1[⊥]AkNk. Каждый элемент fk ∈ Nk представим в виде fk = Afk+1, и мы
имеем соответствующую цепочку fk+1, fk, fk−1, . . . , f0 (Afi = fi−1). Исполь-
зуя соотношения (14), (15) для этой цепочки и произвольной цепочки {vi}k

i=0

(vk ∈Mk,k+1), мы получим, что [vi, f0]0 = 0 для каждого i ≤ k и, таким образом,
Mk,k+1[⊥]AkNk. Кроме того, Ak(Mk,k+1 +Nk) = Ak−1Nk−1. Мы показали (16)–
(18) для n = k + 1. Описанная процедура состоит из конечного числа шагов,
поскольку подпространство L0(A) конечномерно. В конце концов мы придем к
ситуации, когда Ms ∩M [⊥]

0 = {0}. По построению Ms[⊥]M0,i для i ≤ s− 1 и, та-
ким образом, Ms ∩ (AsMs)[⊥] = {0}. Положим Ms,s+1 = Ms и Mi,s+1 = As−iMs.
Получим множество подпространств {Mi,j} такое, что

M =
∑

i,j:i<j,j=1,2,... ,s

Mi,j , AMi,j = Mi−1,j ,

Mi,i+1[⊥]M0,j+1 (i 6= j), Mi,i+1 ∩M [⊥]
0,i+1 = {0}, (19)

где i < j ≤ s+ 1. Покажем, что

подпространство C = Lin{Mi,j , i ≤ [(j − 2)/2]} нейтрально, (20)

т. е. [u, u]0 = 0 (∀u ∈ C). Действительно, пусть f ∈ Mi,j и gl,r ∈ Ml,r, причем
i ≤ [(j − 2)/2] и l ≤ [(r − 2)/2]. Для определенности предположим, что r ≥ j. В
силу соотношений (14), (15) [f, g]0 = 0 (у нас i + l ≤ [(r − 2)/2] + [(j − 2)/2] ≤
2[(r − 2)/2] < r − 1).

Возьмем произвольную цепочку подпространств {Mi,j}j−1
i=0 и покажем, что

Mj−1−i,j ∩M [⊥]
i,j = {0}, i ≤ [(j − 1)/2]. (21)

Пусть f ∈ Mj−1−i,j ∩M [⊥]
i,j . Имеем f = Aif1 (f1 ∈ Mj−1,j). Используя соотно-

шения (14), (15), придем к равенствам

[f, v]0 = [Aif1, v]0 = [f1, Aiv]0 = 0 ∀v ∈Mi,j .

В силу (19) и равенства AiMi,j = M0,j мы заключаем, что f1 = 0.
Из (14), (15) получим при m > k, что

Mi,k[⊥]Mj,m (22)

в следующих случаях:
a) i ≤ [(k − 1)/2] и i+ j ≤ m− 1;
b) i > [(k − 1)/2] и i+ j ≤ [(k − 1)/2] + [(m− 1)/2].
Ввиду (21) для нечетного j подпространство M[(j−1)/2,j] невырождено. По

теореме 6.4 в [18, гл. 1] имеем разложениеM[(j−1)/2,j] = M+
[(j−1)/2,j]+M

−
[(j−1)/2,j] в



Разрешимость краевых задач 687

прямую сумму равномерно положительного и равномерно отрицательного под-
пространств. Положим

M+ = Lin
{
Mi,j , i ≤ [(j − 2)/2]; M+

[(j−1)/2],j , j нечетно
}
.

Очевидно, подпространство M+ инвариантно относительно A. Покажем, что
M+ — максимальное неотрицательное подпространство. Предположим против-
ное. Пусть существует элемент ϕ ∈ M (ϕ 6∈ M+) такой, что подпространство
Lin{ϕ,M+} также неотрицательно. Без ограничения общности можем считать,
что элемент ϕ представим в виде

ϕ =
∑

i,j:i>[(j−1)/2]

ϕi,j +
[(s−1)/2]∑

k=0

ϕ−k,2k+1,

где ϕi,j ∈Mi,j и ϕk,2k+1 ∈M−
k,2k+1. Пусть ψ ∈M+ обладает свойством [ψ,ψ]0 =

0. Из неравенства Коши — Буняковского для неотрицательного линеала [18,
гл. 1, предложения 1.16 и 1.17] получим [ϕ,ψ]0 = 0. Предположим, что ψ ∈M0,j

с j > 1. Из (22) вытекает, что [ϕ,ψ]0 = [ϕj−1,j , ψ]0 = 0. Тогда соотношения (21)
гарантируют равенства ϕj−1,j = 0 для j > 1. Возьмем ψ ∈ M1,j с j ≥ 4 (т. е.
1 ≤ [(j − 2)/2]). Используя (21) и (22), придем к соотношениям

Mj−2,j ∩M1,j = {0}, M1,j [⊥]Ml,j (l < j − 2), M1,j [⊥]Ml,r (l ≤ r − 2, r 6= j).

Поскольку j ≥ 4, подпространство M1,j нейтрально и равенство [ϕ,ψ]0 = 0
влечет, что [ϕj−2,j , ψ]0 = 0. Тогда ϕj−2,j = 0. Сейчас предположим, что j ≥ 6
и ψ ∈ M2,j (т. е. 2 ≤ [(j − 2)/2]). Используя вышеприведенные рассуждения,
придем к равенству ϕj−3,j = 0 для j ≥ 6. Повторяя рассуждения, мы можем
заключить, что

ϕj−i,j = 0 ∀i ≤ [(j − 2)/2] и j ≤ s.

Тогда

ϕ =
[(s−1)/2]∑

k=0

ϕ−k,2k+1.

Отметим, что (см. (22)) ϕ−k,2k+1[⊥]ϕ−l,2l+1 для k 6= l. Далее,

[ϕ,ϕ]0 =
[(s−1)/2]∑

k=0

[ϕ−k,2k+1, ϕ
−
k,2k+1]0 ≥ 0.

По построению подпространств Mk,2k+1 имеем ϕ−k,2k+1 = 0 для каждого k. Та-
ким образом, ϕ = 0, и доказательство утверждения для линеала L0(A) завер-
шено. Подпространство M− может быть построено по аналогии. Например, мы
можем положить

M− = Lin{Mi,j , i ≤ [(j − 2)/2]; M−
[(j−1)/2],j , j нечетно}.

По построению подпространства M± обладают свойством

M± ∈ D(Ac), Acf = −Af (∀f ∈M±). (23)

Используя лемму 4, найдем максимальные неотрицательное и неположи-
тельное подпространства F±0b пространства F0b, инвариантные относительно A,
такие, что

F0b = F+
0b + F−0b (сумма прямая).
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Рассмотрим Lλi
(A). По доказанному мы можем найти подпространства M±

i ,
инвариантные относительно A, являющиеся максимальными неотрицательным
и неположительным подпространствами Lλi

(A), инвариантными относительно
A|Lλi

(A), причем имеет место равенство (23). По следствию 2.18 в [18, гл. 2,
§ 2] M+

i [⊥]M+
j при i 6= j (и M−

i [⊥]M−
j при i 6= j). Следовательно, подпро-

странство F+
0a = Lin{M+

i , i = 1, 2, . . . ,m} — максимальное неотрицательное
подпространство пространства F0a, инвариантное относительно A. Соответ-
ственно подпространство F−0a = Lin{M−

i , i = 1, 2, . . . ,m} — максимальное непо-
ложительное подпространство пространства F0a, инвариантное относительно
A. Покажем, что F±0a[⊥]F0b. Поскольку R(Pγ) = Lin{Lλi(A), i = 1, 2, . . . ,m},
R(P c

γ ) = Lin{Lλi
(Ac), i = 1, 2, . . . ,m} и F±0a ⊂ R(Pγ) ∩R(P c

γ ), имеем Pγf = P c
γf

для каждого f ∈ F±0a. Тогда

[x, y]0 =
[
P c

γx, y
]
0

=
[
P c

γx, (I − Pγ)y
]
0

= 0,

где x ∈ F±0a и y ∈ F0b. Таким образом, F±0a[⊥]F0b. Этот факт гарантирует, что
подпространства

F+ = F+
0b + F+

0a, F− = F−0b + F−0a

суть максимальные неположительное и неотрицательное подпространства, ин-
вариантные относительно A. Доказательство завершено.

Лемма 7. При выполнении (7) операторы V + = E+, V − = E− осуществ-
ляют изоморфное отображение подпространств F+, F− на подпространства F+

0 ,
F−0 соответственно.

Утверждение вытекает из теорем 4.1 и 4.5 в [18, гл. 1, § 2].
Замечание 2. Пусть выполнено (7) и можно построить подпространства

F± так, что F+∩F− = {0}. Тогда оператор V = E+P+
0 +E−P−0 , где P±0 — про-

екторы, отвечающие разложению F0 = F+ +F− в прямую сумму, осуществляет
изоморфизм F0 на себя и (V ±)−1 = V −1|F±

0
. В теории переноса и кинетической

теории оператор V −1 называется оператором альбедо (см., например, [5]).

2. Теоремы существования и единственности

Пусть u — решение уравнения (1), заданное на интервале (0,∞), из про-
странства Wloc = {u ∈ L2(0, T ;H1) : (Bu)t ∈ L2(0, T ;H ′

1) для любого T > 0}.
Применяя проекторы S̃∗, I − S̃∗ к уравнению (1), придем к системе

LSu = S̃f, т. е. Su = L−1S̃∗f, B
d

dt
(I − S)u− L(I − S)u = (I − S̃∗)f.

В силу свойств проектора S̃ найдется g ∈ F−1 такое, что (I− S̃∗)f = Bg. Таким
образом, уравнение (1) сведется к системе

Su = L−1S̃∗f,
d

dt
v −Av = g, v = (I − S)u. (24)

Рассмотрим граничное условие

E+u(0) = u+
0 . (25)

Используя лемму 5 и теорию полугрупп (см. [23]), ограниченную на ∞ ком-
поненту решения уравнения (24) (она убывает на ∞) из подпространства F0b
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можно записать в виде (при условии, что g ∈ L2(0, T ;F−1), а это выполнено,
если f ∈ L2(0,∞;H ′

1))

u1 = eA+tP+(I − Pγ)u(0) + g1(t), (26)

g1(t) =

t∫
0

e(t−ξ)A+
P+(I − Pγ)g(ξ) dξ −

∞∫
t

e(t−ξ)A−P−(I − Pγ)g(ξ) dξ.

Пусть {λ1, λ2, . . . , λs} = σ(A) ∩ iR и ur
i,j (r = 1, 2, . . . , s; i = 1, . . . , Nr; j =

0, 1, . . . , pr
i − 1) — базис в Lλr

(A), cостоящий из цепочек с.п.э. оператора A,
отвечающих собственному значению λr ∈ σ(A)∩ iR. Без ограничения общности
можем считать, что ur

i,j ∈ F
+
0a при i <

[(
pr

i − 2
)
/2

]
, ur

i,j ∈ F
+
0a или ur

i,j ∈ F
−
0a при

i = [(pr
i − 1)/2] и pr

i нечетно, где F±0a — подпространства, построенные в конце
доказательства леммы 6. Тогда компонента решения (24) из подпространства
F0a [26] записывается в виде

u2 =
∑
r,k,j

crk,j ũ
r
k,j(t) + g2(t) = ũ2 + g2(t), (27)

где

ũr
k,j =

j∑
l=0

eλrtur
k,j−l

tl

l!
, k = 1, 2, . . . , Nr, j = 0, 1, . . . , pr

k − 1,

g2(t) = −
s∑

r=1

Nr∑
i=1

pr
i−1∑
k=0

 ∞∫
t

pr
i−1∑
j=k

eλr(t−τ)gr
i,j(τ)

(t− τ)j−k

(j − k)!
dτ

ur
i,k

и gr
i,j(τ) — коэффициенты разложения Pγg(t) по базису ur

i,j .
Исследуем свойства решений u1(t), u2(t), предполагая, что условие (7) вы-

полнено. Теория полугрупп, вообще говоря, не дает точных результатов. Мы
будем использовать результаты Гривара (см. [27] и библиографию в ней). Рас-
смотрим оператор A : F0 → F0 и положим D(Ak) = W2k (k = 0, 1, . . . ). При це-
лых k < 0 определим пространства W2k как пополнение F0 по нормам ‖u‖W2k

=
‖(A − λI)−ku‖F0 (λ ∈ ρ(A)). Рассмотрим оператор A как неограниченный опе-
ратор в F−1 со значениями в F−1 и областью определения F1. Аналогично
определим пространства W2k−1 для целых k. В частности, при k > 0

W2k−1 = D(Ak) = {u ∈ F−1 : Alu ∈ F−1 для всех l ≤ k}.

Фиксируем целое k > 0 и положим B̃s = (W2k,W−2k)θ,2 ((1 − θ)2k − 2kθ =
s, −2k < s < 2k). Аналогично положим Bs = (W2k−1,W−2k+1)θ,2 ((1 − θ)(2k −
1) − (2k − 1)θ = s, −2k + 1 < s < 2k − 1). Эти пространства и их свойства
приведены в [28, § 5]. Определение Гривара немного отличается от нашего, но
в результате получим те же пространства.

Доказательство следующей леммы использует свойства пространств Bs и
B̃s, приведенные в [28, § 5]. Мы его опустим.

Лемма 8. При выполнении (7) интерполяционные шкалы Bs и B̃s совпа-
дают. Тогда Bs = Ws при четных s. Если дополнительно

(D(A), F0)1/2,2 = F1, (28)

то Bs = Ws при нечетных s.
Отметим, что (28) всегда выполнено, если оператор A J-самосопряжен в

F0.



690 С. Г. Пятков, Н. Л. Абашеева

Лемма 9. Пусть выполнено условие (7), g(t) ∈ L2(0,∞;Bs) (s ∈ R), P+(I−
Pγ)u(0) ∈ Bs+1. Тогда компонента решения u1(t) обладает свойством

u1(t) ∈ L2(0,∞;Bs+2), u1t ∈ L2(0,∞;Bs), u1(t) ∈ C([0,∞);Bs+1).

Доказательство вытекает из результатов работы [27] и леммы 7.
Будем искать решение задачи (1), (25) из пространства Wloc, убывающее

на ∞ или ограниченное на ∞. Поясним, что мы имеем в виду. Из вышепри-
веденных рассуждений вытекает, что решение представимо в виде трех ком-
понент u = u1(t) + u2(t) + Su(t). Если f(t) ∈ L2(0,∞;H ′

1), легко увидеть, что
g(t) ∈ L2(0,∞;F−1). Если также P+(I−Pγ)u(0) ∈ F0, то из леммы 9 при s = −1,
получим вложение u1(t) ∈ L2(0,∞;F1) (и, следовательно, u1(t) ∈ L2(0,∞;H1))
и u1t ∈ L2(0,∞;F−1). Из теорем о следах (см., например, [21, пп 1.8.3, 1.8.5])
имеем u1(t) ∈ C([0,∞);F0), т. е. |B|1/2u1 ∈ C([0,∞);E). Более того, из фор-
мулы Ньютона — Лейбница, примененной к функции ‖|B|1/2u1(t)‖2, вытекает,
что существует

lim
t→∞

‖|B|1/2u1(t)‖ = 0.

Кроме того, ограниченная на ∞ (в том смысле, что ‖|B|1/2u1(t)‖ ∈ L∞(0,∞))
компонента решения u1 из подпространства F0b всегда представима в виде (26).
Компонента решения Su(t) принадлежит kerB при почти всех t ∈ (0,∞) и обла-
дает свойствами: если f(t) ∈ L∞(0,∞;H ′

1) (или хотя бы S̃∗f(t) ∈ L∞(0,∞;H ′
1)),

то Su(t) ∈ L∞(0,∞;H1); если f(t) ∈ L2(0,∞;H ′
1) (или хотя бы S̃∗f(t) ∈ L2(0,∞;

H ′
1)), то Su(t) ∈ L2(0,∞;H1). Компонента решения u2(t) растет полиномиаль-

ным образом при t → ∞ и представима в виде суммы функций, первая из ко-
торых принадлежит C∞([0,∞);H1), дифференциальные свойства второй опре-
деляются свойствами функции f(t): если f(t) ∈ L2(0,∞;H ′

1) и Pγg(t)(1 + t)l ∈
L1(0,∞;H ′

1) (l = max
i,r

pr
i−1), то функция g2(t) в (27) принадлежит C([0,∞);H1),

max
t>0

‖g2(t)‖H1 <∞, g2 ∈ L2,loc(0,∞;H1) и g2t ∈ L2(0,∞;H1); если дополнитель-

но Pγg(t)(t + 1)l+ε ∈ L1(0,∞;H ′
1) (ε > 1/2), то ‖g2(t)‖H1 → 0 при t → ∞ и

g2 ∈ L2(0,∞;H1); если ε > 0, то ‖g2(t)‖H1 → 0 при t→∞.
Под убывающим на ∞ решением задачи (1), (25) мы понимаем решение

u(t) = u1 + u2 + Su из класса Wloc такое, что функция Su(t) ∈ L2(0,∞;H1) и
существует lim

t→∞
‖|B|1/2(u1(t) + u2(t))‖ = 0.

Под ограниченным на ∞ решением задачи (1), (25) мы понимаем реше-
ние u(t) = u1 + u2 + Su из класса Wloc такое, что Su(t) ∈ L∞(0,∞;H1) и
lim

t→∞
‖|B|1/2(u1(t) + u2(t))‖ <∞.

Положим M0 = Lin{ker(A − λiI), i = 1, . . . , s}, l0 = dimM0, l1 = dimF+
0a,

g0(t) = g1(t) + g2(t).

Теорема. Пусть выполнены (7) и (28). Для того чтобы для данного эле-
мента u+

0 ∈ F+
0 и данной правой части f такой, что f ∈ L2(0,∞;H ′

1), Pγg(t)(1 +
t)l+ε ∈ L1(0,∞;H ′

1) ((I−S̃∗)f = Bg, l = max
1≤r≤s,1≤i≤Nr;

(pr
i −1), ε > 0) существова-

ло решение задачи (1), (25) из пространства Wloc, убывающее на ∞, необходимо
и достаточно, чтобы

Pγ(V +)−1E+(u+
0 − g0(0)) = 0.

В этом случае ũ2(t) = 0.
Для того чтобы для данного элемента u+

0 ∈ F+
0 и данной правой части f

такой, что (I − S̃∗)f ∈ L2(0,∞;H ′
1), Pγg(t)(1 + t)l ∈ L1(0,∞;H ′

1) ((I − S̃∗)f =
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Bg, l = max
1≤r≤s,1≤i≤Nr

(pr
i−1)) и S̃∗f ∈ L∞(0,∞;H ′

1) существовало решение задачи

(1), (25) из пространства Wloc, ограниченное на ∞, необходимо и достаточно,
чтобы

Pγ(V +)−1E+(u+
0 − g0(0)) ∈ Pγ(V +)−1E+M0. (29)

Задача о существовании ограниченного решения безусловно разрешима тогда
и только тогда, когда отображение Pγ(V +)−1E+ : M0 → F+

0a — отображе-
ние «на». Ограниченное решение единственно тогда и только тогда, когда
kerPγ(V +)−1E+ = {0}. В частности, решение всегда существует для любых
данных задачи, если длины цепочек с.п.э., соответствующих мнимым собствен-
ным значениям, не превышают 2. Единственность этого решения имеет место,
например, в случае M0 = F+

0a.
Доказательство. Пусть u(t) — убывающее на ∞ решение задачи (1),

(25). Имеем u(t) = u1(t) + u2(t) + Su, где свойства функций ui (i = 1, 2) опи-
саны выше, перед теоремой. По условию E+(u(0)) = E+(u1(0) + u2(0)) = u+

0 .
Запишем элемент u0 = u1(0) + u2(0) в виде

u0 = u+
2 + u−2 + u+

1 + g0(0), u+
2 ∈ F+

0a, u−2 ∈ (F+
0a)⊥ ∩ F0a, u

+
1 ∈ F+

0b.

Тогда начальное условие запишется в виде E+(u+
2 + u+

1 ) = E+(u+
0 − g0(0)− u−2 )

или в виде
u+

2 + u+
1 = (V +)−1E+(u+

0 − g0(0)− u−2 ).

Применяя операторы Pγ , (I − Pγ) к этому равенству, придем к соотношениям

u+
1 = (I − Pγ)(V +)−1E+(u+

0 − g0(0)− u−2 ), (30)

Pγ(V +)−1E+(u+
2 + u−2 ) = Pγ(V +)−1E+(u+

0 − g0(0)). (31)

Из убывания решения u и линейной независимости полиномов ũr
i,j(t) вытекает,

что ũ2(t) = 0. Тогда из (31) получим Pγ(V +)−1E+(u+
0 − g0(0)) = 0. Если это

условие выполнено, то, полагая ũ2 = 0 и определяя затем элемент u+
1 из (30),

найдем и функцию u1(t) в соответствии с (26).
Пусть u(t) — ограниченное на ∞ решение. Аналогично придем к соотноше-

ниям (30), (31). Однако решение u2(t) будет ограниченным на ∞ тогда и только
тогда, когда u+

2 +u−2 ∈M0. Это вместе соотношениями (30), (31) и рассуждени-
ями, приведенными перед теоремой, гарантирует вторую часть утверждения.

Если длина цепочек с.п.э., соответствующих мнимым собственным значе-
ниям, не превышает 2, то F+

0a ⊂ M0 (по построению). В этом случае, взяв
произвольный элемент u−2 с вышеуказанными свойствами, определяя элемент
u+

2 = Pγ(V +)−1E+(u+
0 − g0(0) − u−2 ) и пользуясь первым из соотношений (30),

мы полностью находим решение из (26), (27). В случае M0 = F+
0a элемент u−2

всегда равен нулю.

Замечание 3. В силу максимальности различные подпространства F+
0a

имеют одинаковую размерность [18, гл. 1, § 4] и возникающие в теореме усло-
вия ортогональности на самом деле не зависят от способа построения подпро-
странства F+

0a и соответственно оператора V +. Это вытекает из утверждения
теоремы. Отметим также, что мера неединственности ограниченного решения
задачи (1), (25) равна величине l0 − l1.

Замечание 4. Аналогично исследуются и другие возможные постанов-
ки краевых задач для уравнения (1). Представления решений, приведенные
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выше, позволяют исследовать также вопрос о гладкости решений краевых за-
дач. Однако отметим, операторы V + и V − (соответственно оператор альбедо
V −1), являющиеся изоморфизмами соответствующих подпространств простран-
ства B0 = F0 (пространства F0), не являются изоморфизмами соответствующих
подпространств пространствBs при всех s. В общем случае это выполнено лишь
в некоторой окрестности точки s = 0.

Пример. Система уравнений, описывающих многогрупповой перенос ней-
тронов, при некоторых предположениях имеет вид [29]

xut(x, t) = −Au(x, t) +
1
2
C

1∫
−1

u(y, t) dy + f(x, t), x ∈ (−1, 1), t ∈ (0,∞),

где u(x, t) = (u1(x, t), . . . , un(x, t))T , матрица A = diag{a1, . . . , an} c ai > 0
i = 1, . . . , n, а матрица (A − C) обладает свойством (A − C) + (A − C)∗ ≥ 0
(причем ker(A− C) 6= {0}). Пусть

E =
n⊗

i=1

L2(−1, 1).

Определим операторы

Bu(x) = xu(x), Lu(x) = −Au(x) +
1
2
C

1∫
−1

u(y) dy.

Тогда kerB = {0} и

kerL = {u(x) = v | (A− C)v = 0},

L0 = {u(x) = v − xA−1w | (A− C)v = (A− C)w = 0}.
Все необходимые предположения выполнены, причем в этом случае длины це-
почек с.п.э., соответствующих λ = 0, равны 2.
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