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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СТАЦИОНАРНОГО

УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА

НА РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ
Е. А. Мазепа

Аннотация: Предлагается новый подход к постановке краевых задач для эллипти-
ческих дифференциальных уравнений на произвольных римановых многообразиях,
основанный на введении классов эквивалентных на многообразии M функций. На
основе данного подхода устанавливается взаимосвязь между разрешимостью крае-
вых и внешних краевых задач для стационарного уравнения Шредингера, доказы-
вается справедливость теоремы сравнения и теоремы единственности для решений
краевых задач в указанной постановке, кроме того, получены условия, при выпол-
нении которых сохраняется разрешимость краевых задач при изменении коэффи-
циента в уравнении Шредингера. Библиогр. 12.

1. Введение

Проблема разрешимости различных краевых задач (в том числе задачи Ди-
рихле) для эллиптических дифференциальных уравнений на римановых много-
образиях с предписанными граничными данными на «бесконечности» является
достаточно интересной в анализе и геометрии. Истоки указанной проблемати-
ки восходят к классификационной теории некомпактных римановых многооб-
разий, основанной на изучении функциональных пространств (например, про-
странств гармонических функций) на римановых многообразиях. Многие про-
блемы, относящиеся к данному направлению, можно сформулировать в виде
теорем типа Лиувилля, утверждающих тривиальность пространств ограничен-
ных решений некоторых эллиптических уравнений на многообразии (см. [1–8]).

Проблема разрешимости задачи Дирихле о восстановлении решения урав-
нения по граничным данным на «бесконечности» является в некотором смысле
двойственной по отношению к справедливости теоремы Лиувилля на много-
образии. С этой точки зрения наибольший интерес представляют некомпакт-
ные и особенно полные римановы многообразия. Заметим, что сама постанов-
ка задачи Дирихле на таких многообразиях может оказаться проблематичной,
поскольку неясно, как понимать граничные данные. С другой стороны, если
многообразие допускает некоторую геометрическую компактификацию, то по-
становка краевых задач на таком многообразии, в том числе и задачи Дирихле,
осуществляется так же, как и для ограниченных областей в Rn (см., например,
[8–12]).

В настоящей работе предлагается новый подход к постановке краевых задач
на некомпактных римановых многообразиях, основанный на введении понятия
классов эквивалентных на многообразии M непрерывных ограниченных функ-
ций.
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В основе работы лежит изучение ограниченных решений стационарного
уравнения Шредингера

Lu ≡ ∆u− c(x)u = 0, (1)

где c(x) — гладкая неотрицательная функция, на некомпактном римановом мно-
гообразии M без края.

Особый интерес представляет взаимосвязь между разрешимостью внеш-
ней краевой задачи Дирихле и геометрией многообразия. Так, в [3] установлена
связь между справедливостью лиувиллевых теорем для ограниченных реше-
ний уравнения (1) и однозначной разрешимостью внешних краевых задач для
произвольных римановых многообразий.

В данной работе, используя новый подход к постановке краевых задач на
произвольном некомпактном римановом многообразии, мы устанавливаем зави-
симость между разрешимостью краевых и внешних краевых задач. Более того,
получены условия разрешимости некоторых краевых задач при изменении ко-
эффициента c(x) в уравнении (1).

2. Краевые и внешние краевые задачи

Пусть M — произвольное гладкое связное некомпактное риманово много-
образие без края, {Bk}∞k=1 — исчерпание многообразия M , т. е. последова-
тельность прeдкомпактных открытых подмножеств риманова многообразия M

таких, что Bk ⊂ Bk+1, M =
∞⋃

k=1

Bk.

Пусть f1(x) и f2(x) — непрерывные ограниченные на M функции. Будем
говорить, что функции f1(x) и f2(x) эквивалентны на M , и использовать обо-
значение f1(x) ∼ f2(x), если для некоторого исчерпания {Bk}∞k=1 многообразия
M выполнено равенство

lim
k→∞

‖f1(x)− f2(x)‖C0(M\Bk) = 0,

где ‖f(x)‖C0(G) = sup
G
|f(x)|.

Несложно проверить, что отношение «∼» является отношением эквивалент-
ности, не зависит от выбора исчерпания многообразия и, таким образом, раз-
бивает множество всех непрерывных ограниченных на M функций на классы
эквивалентности. Обозначим класс эквивалентных f функций через [f ].

Будем говорить, что для уравнения (1) на M разрешима краевая задача
с граничными условиями из класса [f ], если на M существует решение u(x)
уравнения (1) такое, что u ∈ [f ].

Пусть B ⊂ M — произвольное связное компактное подмножество с гладкой
границей и B ⊂ Bk для всех k. Будем говорить, что для уравнения (1) на M \B
разрешима внешняя краевая задача с граничными условиями из класса [f ], если
для любой непрерывной на ∂B функции Φ(x) на M \B существует решение u(x)
уравнения (1) такое, что u ∈ [f ] и u|∂B = Φ|∂B .

Заметим, что если многообразие M имеет компактный край или суще-
ствует естественная геометрическая компактификация многообразия M (напри-
мер, на многообразиях отрицательной секционной кривизны, на сферически-
симметричных многообразиях), добавляющая границу на бесконечности, дан-
ный подход естественным образом приводит к классической постановке задачи
Дирихле (см., например, [8–12]).
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Всюду в дальнейшем будем считать, что {Bk}∞k=1 — исчерпание многообра-
зия M c гладкими границами ∂Bk. Обозначим через vk решение уравнения (1)
в Bk \B, удовлетворяющее условиям

vk|∂B = 1, vk|∂Bk
= 0.

Используя принцип максимума, легко проверить, что последовательность vk

равномерно ограничена на M \B и, следовательно, компактна в классе дважды
непрерывно дифференцируемых функций на любом компактном подмножестве
G ⊂ (M \ B). Более того, при k → ∞ она монотонно возрастает и сходится на
M \B к решению уравнения (1):

v = lim
k→∞

vk, 0 < v ≤ 1, v|∂B = 1.

Заметим также, что функция v не зависит от выбора исчерпания {Bk}∞k=1.
Функцию v будем называть L-потенциалом компакта B относительно много-
образия M . Для уравнения Лапласа — Бельтрами функция v есть не что иное,
как емкостный потенциал компакта B относительно многообразия M (см. [4]).

Многообразие M будем называть L-строгим многообразием, если для неко-
торого компакта G ⊂ M существует L-потенциал v такой, что v ∈ [0] (если
L = ∆, то многообразие будем называть ∆-строгим).

Заметим, что из ∆-строгости многообразия M следует его L-строгость (об-
ратное неверно). Кроме того, понятие L-строгости не зависит от выбора ком-
пакта.

Сформулируем основные результаты.

Теорема 1. Пусть на M \B для любой постоянной A существует решение
u(x) уравнения (1) такое, что u ∈ [f ] и u|∂B = A|∂B . Тогда на M для уравнения
(1) разрешима краевая задача с граничными условиями из того же класса.

Следствие 1. Пусть на M \B для уравнения (1) разрешима внешняя кра-
евая задача с граничными условиями из класса [f ]. Тогда на M для уравнения
(1) разрешима краевая задача с граничными условиями из того же класса.

Теорема 2. Пусть на L-строгом многообразии M для уравнения (1) раз-
решима краевая задача с граничными условиями из класса [f ]. Тогда на M \B
разрешима внешняя краевая задача с граничными условиями из класса [f ].

Очевидно, что отношение эквивалентности функций характеризует пове-
дение функций вне произвольного компактного подмножества B ⊂ M , и если
изменить значения функции f на компакте B, то вновь полученная функция
будет эквивалентна исходной. В этой связи будем говорить, что функция w
асимптотически неотрицательна, если на M существует непрерывная огра-
ниченная функция f ≥ 0 такая, что w ∼ f .

Докажем некоторые вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть Lw ≤ 0 на M \ B, w|∂B ≥ 0, w асимптотически неотри-
цательна. Тогда w ≥ 0 на M \B.

Доказательство. Допустим, что существует точка x∗ ∈ M \B такая, что
w(x∗) < 0. Так как последовательность {Bk}∞k=1 монотонно возрастает, будем
считать, что x∗ ∈ Bk \B для всех k. Поскольку w асимптотически неотрица-
тельна, существует функция f ≥ 0 такая, что w ∼ f , т. е.

lim
k→∞

‖w − f‖C0(M\Bk) = 0.
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Тогда для любого ε > 0 найдется K = K(ε) такое, что для всех k ≥ K(ε)
выполнено sup

M\Bk

|w(x)− f(x)| < ε, а значит, |w − f | < ε на ∂Bk.

Возьмем ε = |w(x∗)|. Тогда для k ≥ K(ε) имеет место следующее неравен-
ство:

|w(x)− f(x)| < |w(x∗)| при x ∈ ∂Bk.

Следовательно, w(x) > f(x)−|w(x∗)| ≥ −|w(x∗)| = w(x∗) для всех x ∈ ∂Bk.
Кроме того, из условия w|∂B ≥ 0 получаем, что w(x) > w(x∗) для всех x ∈ ∂B.

Далее, функция w(x), будучи непрерывной на компакте BK \B, достигает
минимального значения. Пусть w(x∗∗) = min

BK\B
w(x), при этом w(x∗∗) ≤ w(x∗) <

0 и x∗∗ ∈ BK \B. Таким образом, точка x∗∗ является внутренней точкой от-
рицательного минимума функции w(x) в области BK \ B, что противоречит
сильному принципу максимума для оператора L. Лемма доказана.

Следствие 2. Пусть Lw ≤ Lu на M \B, w|∂B ≥ u|∂B , w ∼ u. Тогда w ≥ u
на M \B. Если же Lw = Lu на M \B и w|∂B = u|∂B , w ∼ u, то w = u на M \B.

Лемма 2. Пусть Lw ≤ 0 на M , w асимптотически неотрицательна. Тогда
w ≥ 0 на M .

Доказательство. Допустим, что существует точка x∗ ∈ M , где w(x∗) <
0. Так как последовательность {Bk}∞k=1 монотонно возрастает, будем считать,
что x∗ ∈ Bk для всех k. Поскольку w асимптотически неотрицательна, суще-
ствует функция f ≥ 0 такая, что w ∼ f . Тогда

lim
k→∞

‖w(x)− f(x)‖C0(M\Bk) = 0

и, как в лемме 1, для любого ε > 0 существует номер K = K(ε) > 0 такой,
что для всех k ≥ K(ε) выполнено неравенство sup

M\Bk

|w(x)− f(x)| < ε, а, значит,

|w(x)− f(x)| < ε, x ∈ ∂Bk.
Проводя рассуждения, как и в лемме 1, получаем существование в области

BK внутренней точки отрицательного минимума функции w(x), что противо-
речит сильному принципу максимума для оператора L и доказывает лемму.

Следствие 3. Пусть Lw ≤ Lu на M и w ∼ u. Тогда w ≥ u на M . Если же
Lw = Lu на M и w ∼ u, то w ≡ u на M .

Следствия 2 и 3 непосредственно влекут за собой выполнение теоремы един-
ственности для решений краевой и внешней краевой задач для уравнения (1) с
граничными условиями из класса [f ].

Перейдем к доказательству основных результатов.

3. Доказательство теоремы 1

Обозначим через u0 ∈ [f ] решение внешней краевой задачи для уравнения
(1) на M \B, удовлетворяющее условию u0|∂B = 0.

Рассмотрим последовательность функций φi, являющихся решением зада-
чи

Lφi = 0 в Bi, φi|∂Bi = u0|∂Bi .

Используя принцип максимума, для всех i имеем

|φi| ≤ sup
Bi

|φi| = sup
∂Bi

|φi| = sup
∂Bi

|u0| ≤ sup
M
|u0|,
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откуда следует равномерная ограниченность семейства функций {φi}∞k=1 на M .
Учитывая равномерную ограниченность семейства функций {φi}, получаем

его компактность в классе C2(G) для произвольного компактного подмножества
G ⊂ M . В свою очередь, компактность семейства {φi}∞k=1 влечет существование
предельной функции u = lim

i→∞
φi, которая является решением уравнения (1)

на M .
Докажем, что u(x) ∈ [f ]. Действительно, в силу непрерывности функции

u(x) cуществуют
U1 = min

∂B
u(x), U2 = max

∂B
u(x).

Тогда U1 ≤ u|∂B ≤ U2 и, следовательно, при достаточно больших i выполнены
неравенства

U1 − 1 ≤ φi|∂B ≤ U2 + 1.

Пусть A1 = min{0, U1 − 1}, A2 = max{0, U2 + 1}. Учитывая, что u0|∂B = 0,
имеем A1 ≤ u0|∂B ≤ A2, и A1 ≤ φi|∂B ≤ A2 для достаточно больших i.

Cогласно условию теоремы на M \ B cуществуют решения u1(x) ∈ [f ] и
u2(x) ∈ [f ] уравнения Lu = 0, удовлетворяющие условиям

u1|∂B = A1, u2|∂B = A2.

Так как u1 ∼ u2 ∼ u0 и u1|∂B ≤ u0|∂B ≤ u2|∂B , ввиду следствия 2 на
M \ B получаем u1 ≤ u0 ≤ u2. Тогда для достаточно больших i выполнены
соотношения

u1|∂Bi ≤ φi|∂Bi = u0|∂Bi ≤ u2|∂Bi , u1|∂B ≤ φi|∂B ≤ u2|∂B .

Применяя принцип сравнения к функциям φi, для достаточно больших i
на множестве Bi \ B имеем u1 ≤ φi ≤ u2. Переходя к пределу при i → ∞,
на M \ B получим u1 ≤ u ≤ u2. Учитывая, что u1 ∼ u2 ∼ u0, приходим к
эквивалентности u ∼ u0 и, следовательно, u ∈ [f ]. Теорема 1 доказана.

Замечание. В условиях теоремы 1 многообразие M является L-строгим.

4. Доказательство теоремы 2

Докажем сначала, что на M \ B для любой непрерывной на ∂B функции
Φ(x) существует решение w уравнения (1) такое, что w|∂B = Φ, w ∈ [0]. Рас-
смотрим последовательность функций wk, являющихся решением следующих
краевых задач:

Lwk = 0 в Bk \B, wk|∂B = Φ, wk|∂Bk
= 0.

Учитывая принцип максимума, для любого k имеем

|wk| ≤ sup
∂(Bk\B)

|wk| = sup
∂B

|Φ|,

т. е. последовательность {wk}∞k=1 равномерно ограничена на M и, следователь-
но, компактна в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций на
любом компактном подмножестве в M . Пусть w(x) — предельная функция.
Покажем сначала, что w|∂B = Φ.

Обозначим U = max
∂B

|Φ| и рассмотрим в B1 \B функции w− и w+, которые
являются соответственно решениями следующих краевых задач:

Lw− = 0 в B1 \B, w−|∂B = Φ, w−|∂B1 = −(U + 1)
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и
Lw+ = 0 в B1 \B, w+|∂B = Φ, w+|∂Bk

= U + 1.

Тогда для всех k

wk|∂B = w−|∂B = w+|∂B , w−|∂B1 ≤ wk|∂B1 ≤ w+|∂B1 ,

откуда согласно принципу сравнения на множестве B1 \ B для всех k имеем
w− ≤ wk ≤ w+. Переходя к пределу при k → ∞, получаем w− ≤ w ≤ w+. Так
как w−|∂B = w+|∂B = Φ, то и w|∂B = Φ.

Далее покажем, что w ∈ [0]. Очевидно, что

−(U + 1) ≤ Φ ≤ (U + 1), −(U + 1) ≤ w|∂B ≤ U + 1

и для любого k
−(U + 1) ≤ wk|∂B ≤ U + 1.

Рассмотрим на M \ B функции u1 = −(U + 1) · v и u2 = (U + 1) · v, где
v — L-потенциал компакта B, v ∈ [0]. Функции u1 и u2 являются решениями
уравнения (1) и удовлетворяют условиям

u1|∂B = −(U + 1), −(U + 1) ≤ u1 ≤ 0, u1 ∈ [0],

u2|∂B = (U + 1), 0 ≤ u2 ≤ (U + 1), u2 ∈ [0].

Тогда на M \ B выполнено u1 ≤ u2 и с учетом принципа сравнения для всех k
на множестве Bk \B

u1 ≤ wk ≤ u2.

Переходя к пределу при k → ∞, получаем u1 ≤ w ≤ u2. Учитывая, что u1 ∼
u2 ∼ 0, имеем w ∈ [0].

Далее, пусть u ∈ [f ] — решение краевой задачи на M . Рассмотрим непре-
рывную на ∂B функцию Φ = u−Ψ, где Ψ — произвольная непрерывная на ∂B
функция. Как доказано выше, на M \ B существует решение w уравнения (1)
такое, что w|∂B = Φ и w ∈ [0]. Тогда функция u − w будет искомым решени-
ем внешней краевой задачи на M \ B с граничными условиями из класса [f ].
Теорема 2 доказана.

Замечание. В условиях теоремы 2 внешняя краевая задача с граничными
условиями из класса [f ] разрешима вне любого связного компактного подмно-
жества B′ ⊂ M с гладкой границей ∂B′.

5. О разрешимости краевых задач для уравнения
Шредингера при изменении коэффициента c(x)

В этом пункте наряду с уравнением (1) рассматривается уравнение

L1u ≡ ∆u− c1(x)u = 0, (2)

где 0 ≤ c1(x) ≤ c(x), c1(x) — гладкая на M функция.
В работе [3] показано, что если c1(x) 6≡ 0, то из справедливости двусторон-

ней теоремы Лиувилля для уравнения (2) следует ее выполнение и для урав-
нения (1). Естественно возникает вопрос о том, как связаны разрешимость
краевой задачи для уравнения (1) с граничными условиями из класса [f ] и раз-
решимость аналогичной краевой задачи для уравнения (2).

Будем говорить, что многообразие M является L-точным, если на нем су-
ществует решение u уравнения Lu = 0, удовлетворяющее условию u ∈ [1].

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 3. Пусть на L-точном многообразии M для уравнений Lu = 0 и
∆u = 0 на M \B разрешимы внешние краевые задачи с граничными условиями
из класса [f ]. Тогда на M \B разрешима внешняя краевая задача для уравнения
L1u = 0 с граничными условиями из класса [f ].

Доказательство. Пусть f ≥ 0 на M \B, и пусть u0 ∈ [f ] — ограниченное
решение краевой задачи для уравнения Lu0 = 0 на M . Его существование
следует из теоремы 1. По лемме 2 u0 ≥ 0 на M .

Рассмотрим последовательность функций {φk}∞k=1, являющихся решением
задачи

L1φk = 0 в Bk, φk|∂Bk
= u0|∂Bk

.

Учитывая принцип максимума, для всех k имеем

0 ≤ φk ≤ sup
∂Bk

φk = sup
∂Bk

u0 ≤ sup
M

u0,

откуда следует равномерная ограниченность семейства функций {φk}∞k=1 на M .
Кроме того, Lφk = ∆φk − c(x)φk ≤ ∆φk − c1(x)φk = 0, Lu0 = 0 в Bk,

φk|∂Bk
= u0|∂Bk

. Тогда c учетом принципа сравнения в Bk выполнено φk ≥
u0 ≥ 0. Аналогично получаем φk+1 ≥ u0 в Bk+1 и, следовательно, φk+1 ≥ φk в
Bk.

Из монотонности и равномерной ограниченности вытекают существование
предельной функции u+ = lim

k→∞
φk и компактность семейства функций {φk}∞k=1

на любом компактном подмножестве в G ⊂ M в классе C2(G). Следовательно,
L1u

+ = 0 и 0 ≤ u0 ≤ u+ на M .
Покажем, что u+ ∼ u0. В силу непрерывности функции u+ на ∂B суще-

ствует
A = max

∂B
u+.

Значит, для достаточно больших k выполнены соотношения

0 ≤ u0|∂B ≤ φk|∂B ≤ A + 1.

Ввиду условия на M \ B для [f ] разрешима внешняя краевая задача для
гармонических функций, поэтому на M \B существует гармоническая функция
u ∈ [f ] такая, что u|∂B = A+1. Тогда u ≥ 0 и u ∼ u0. Так как Lu = −c(x)u ≤ 0,
Lu0 = 0, u|∂B ≥ u0|∂B , то согласно следствию 2 получаем

u ≥ u0 на M \B.

Более того, имеют место следующие неравенства:

u0|∂B ≤ φk|∂B ≤ u|∂B , u0|∂Bk
= φk|∂Bk

≤ u|∂Bk
, (3)

Lφk ≤ Lu0 в Bk \B, (4)

L1u = −c1(x)u ≤ L1φk в Bk \B. (5)

Тогда из (3) и (4) следует φk ≥ u0 в Bk \ B, а из (3) и (5) — u ≥ φk в Bk \ B.
Объединяя последние неравенства, в Bk \ B получаем u0 ≤ φk ≤ u. Переходя
к пределу при k → ∞, на M \ B имеем u0 ≤ u+ ≤ u. Так как u0 ∼ u ∼ f , то
u+ ∼ f и, следовательно, u+ ∈ [f ].

Таким образом, теорема доказана для случая f ≥ 0. Заметим, что если
f ≤ 0, то утверждение теоремы также остается справедливым.
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Пусть теперь f — произвольная ограниченная на M функция. Обозначим
m = inf

M\B
f(x). Пусть m < 0 (случай m ≥ 0 рассмотрен выше). Рассмотрим

функцию fm = f − m. Очевидно, что fm ≥ 0 на M \ B. Покажем, что для
класса [fm] на M \B разрешимы внешние краевые задачи для уравнений Lu = 0
и ∆u = 0.

Согласно условию теоремы на M \B для любой непрерывной на ∂B функ-
ции Φ(x) существует решение u0 уравнения Lu0 = 0 такое, что u0|∂B = Φ,
u0 ∈ [f ]. Рассмотрим функцию um = u0−v0 ·m, где v0 — решение уравнения (1)
на M \B, удовлетворяющее условиям v0|∂B = 0, v0 ∈ [1]. Существование такого
решения следует из L-точности многообразия M . Очевидно, что на M \B

Lum = 0, um|∂B = u0|∂B = Φ, um ∼ fm = f −m,

т. е. на M \ B разрешима внешняя краевая задача для уравнения Lu = 0 в
классе функций [fm].

Аналогичное утверждение справедливо и для уравнения ∆u = 0, т. е. на
M \B существует гармоническая функция wm, для которой

wm|∂B = w0|∂B = Φ, wm ∼ fm = f −m.

Так как fm ≥ 0 на M \ B, то на M есть решение u1 уравнения L1u1 = 0
такое, что u1 ∈ [fm].

Покажем, что на M разрешима краевая задача для уравнения (2) в классе
[m]. Из условия теоремы непосредственно следует, что на M \ B для любой
непрерывной на ∂B функции Φ существует решение u0 уравнения Lu0 = 0
такое, что u0|∂B = Φ, u0 ∈ [0], и существует гармоническая функция w0 такая,
что w0|∂B = Φ, w0 ∈ [0]. Тогда для любой непрерывной на ∂B функции Φ
функция um = u0 + v0 ·m удовлетворяет условиям

Lum = 0, um|∂B = u0|∂B = Φ, um ∼ m,

а функция wm = w0 + z0 ·m — условиям
∆wm = 0, wm|∂B = w0|∂B = Φ, wm ∼ m,

где 1− z0 — емкостный потенциал компакта B ⊂ M . Таким образом, на M \B
разрешимы внешние краевые задачи для уравнений Lu = 0 и ∆u = 0 в классе
функций [m], где m = const < 0, и, следовательно, на M существует решение
u2 уравнения (2), u2 ∈ [m].

Наконец, рассмотрим на M функцию u1 + u2. Очевидно, что на M выпол-
нено

L1(u1 + u2) = 0, u1 + u2 ∈ [f ],
где f — произвольная ограниченная на M функция.

Таким образом, на M для класса [f ] существует решение u ∈ [f ] уравне-
ния (2) для любой гладкой функции c1(x) такой, что 0 ≤ c1(x) ≤ c(x).

Докажем разрешимость внешней краевой задачи для уравнения (2). В усло-
виях теоремы многообразие M является ∆-строгим и, значит, L1-строгим. То-
гда, учитывая теорему 2, получаем разрешимость на M \ B внешней краевой
задачи для уравнения (2) с граничными условиями из класса [f ]. Теорема до-
казана полностью.

Замечание. В условиях теоремы 3 на M разрешима краевая задача для
уравнения L1u = 0 с граничными условиями из класса [f ].

В заключение хочу выразить глубокую благодарность доктору физ.-мат.
наук А. Г. Лосеву и доктору физ.-мат. наук, профессору В. Г. Ткачеву за по-
лезные обсуждения и замечания по подготовке данной статьи.
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