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ОБ УНИВЕРСАЛЬНЫХ ТЕОРИЯХ МЕТАБЕЛЕВЫХ

ГРУПП И ВЛОЖЕНИИ ШМЕЛЬКИНА
Е. И. Тимошенко

Аннотация: Изучается подгруппа Фиттинга для некоторых фактор-групп свобод-
ного произведения с использованием вложения Шмелькина. Полученное описание
подгруппы Фиттинга применяется при исследовании универсальной теории метабе-
левых произведений групп. Библиогр. 9.

Универсальной теорией группы G называют совокупность всех ∀-формул,
истинных на группе G.

Две группы G1 и G2 называют универсально эквивалентными, если их
универсальные теории совпадают.

Будем обозначать универсальную теорию группы G через Th∀(G).
О. Шапюи в [1, 2] описал универсальную теорию свободной метабелевой

группы. Напомним необходимые определения и сформулируем некоторые его
результаты.

Известно (см., например, [3]), что все свободные разрешимые группы нееди-
ничного ранга универсально эквивалентны. В частности, универсально эквива-
лентны все неабелевы метабелевы группы. В дальнейшем через S обозначим
свободную метабелеву группу ранга ≥ 2.

Обозначим через uncl(S) — класс групп, удовлетворяющих универсальной
теории группы S.

Для группы G обозначим через Fit(G) подгруппу Фиттинга, т. е. произ-
ведение всех нильпотентных нормальных подгрупп из G. Подгруппа Fit(G)
локально нильпотентна.

Группа G называется ρ-группой, если она удовлетворяет следующим усло-
виям:

1) G — метабелева группа без кручения;
2) Fit(G) — изолированная абелева подгруппа из G;
3) Z(G/ Fit(G))-модуль Fit(G) не имеет кручения.
Группа G называется ∀-свободной, если ее универсальная теория Th∀(G)

совпадает с универсальной теорией группы S.
Сформулируем фрагмент основных результатов Шапюи об универсальной

теории свободной метабелевой группы.
i) Пусть G — группа. Тогда условия
a) G ∈ uncl(S),
b) G является ρ-группой
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эквивалентны.
ii) Если G — неабелева группа и G ∈ uncl(S), то G является ∀-свободной

метабелевой группой.
iii) Пусть G — конечно порожденная неабелева группа, Wm,n — дискретное

сплетение свободных абелевых групп Am и An рангов m и n соответственно.
Группа G является ∀-свободной метабелевой группой тогда и только тогда, ко-
гда при некоторых n и m ее можно вложить в Wm,n.

Хорошо известен следующий критерий универсальной эквивалентности.
Две группы G1 и G2 универсально эквивалентны тогда и только тогда, когда
каждую конечную подмодель одной группы можно вложить в другую группу.

С помощью этого критерия в [4] доказано, что универсальная эквивалент-
ность сохраняется при дискретном сплетении групп. Легко доказать, что уни-
версальная эквивалентность сохраняется при свободном и прямом произведении
групп, т. е. если Th∀(A1) = Th∀(B1) и Th∀(A2) = Th∀(B2), то Th∀(A1 × A2) =
Th∀(B1 × B2) и Th∀(A1 ∗ A2) = Th∀(B1 ∗ B2). Так как прямое произведение в
другой терминологии является вербальным произведением в многообразии A
всех абелевых групп, а свободное произведение — вербальным произведением
в многообразии G всех групп, то из Th∀(A1) = Th∀(B1) и Th∀(A2) = Th∀(B2)
следует, что Th∀(A1 ∗

A
A2) = Th∀(B1 ∗

A
B2) и Th∀(A1 ∗

G
A2) = Th∀(B1 ∗

G
B2).

Верно ли это утверждение для других многообразий? В связи с иссле-
дованиями Шапюи универсальной теории свободной метабелевой группы этот
вопрос интересен для метабелевых произведений групп A ∗

A2
B.

Для исследования метабелевых произведений групп применяется вложение
Шмелькина [5], а также его обобщение, полученное Н. С. Романовским [6, 7].

Пусть Ai (i ∈ I) — нетривиальные группы, X — свободная группа с базисом
{xj | j ∈ J}; R — нормальная подгруппа из группы F = ( ∗

i∈I
Ai) ∗X такая, что

R ∩Ai = 1 при i ∈ I.
Теорема 1 связана с изучением подгруппы Фиттинга для групп вида F/R′.

Она используется при доказательстве теоремы 2. В связи с приведенными
результатами Шапюи подгруппа Фиттинга влияет на универсальную теорию
группы. Из теоремы 1 следует, что подгруппа Фиттинга является формульной
подгруппой для групп вида F/R′.

Предложение 1 показывает, что по аналогии со свободной метабелевой груп-
пой подгруппа Фиттинга для метабелевых произведений ∀-свободных метабеле-
вых групп совпадает с коммутантом.

Предложение 2 и его следствие демонстрирует, насколько широк класс
uncl(S). И, наконец, теорема 2 отвечает на вопрос о сохранении универсальной
эквивалентности при метабелевом произведении групп. В общем случае ответ
отрицателен. Но метабелево произведение свободных абелевых групп позволяет
получить ∀-свободные метабелевы группы.

Приведем некоторые необходимые сведения об общем вложении Шмель-
кина [7]. Во введенных выше обозначениях пусть G = F/R, G = F/R, T —
свободный правый ZG-модуль с базой {tl | l ∈ I ∪ J}.

Элементам ai ∈ Ai поставим в соответствие матрицы
(

ai 0
ti(ai − 1) 1

)
, а

элементам xj — матрицы
(

xj 0
tj 1

)
, где xj — образ элемента xj в группе G. Это
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отображение продолжается до вложения группы G в группу матриц
(

G 0
T 1

)
.

При этом образом элемента g ∈ G является матрица
(

g 0
τ 1

)
, где

τ =
∑

l∈I∪J

tlDl(g)

— элемент модуля T , а Dlg — образы частных производных Фокса от элемента
g в кольце ZG.

Производные Фокса определяются однозначно следующими формулами.
Если ai ∈ Ai (i ∈ I), то Di(ai) = ai − 1, Dp(ai) = 0 при i 6= p.

Dj(xj) = 1(j ∈ J), Dp(xj) = 0 при p 6= j. (1)

Если u, v ∈ ZF , то Dq(u + v) = Dq(u) + Dq(v)Dq(uv) = Dq(u)v + ε(u)Dq(v)
(q ∈ I ∪ J), где ε : ZF → Z — отображение тривиализации.

Как обычно, [x, y] = x−1y−1xy.

Теорема 1. Пусть A1, . . . , An — нетривиальные группы, Xr — свободная
группа ранга r, F = A1 ∗ · · · ∗An ∗Xr, n + r ≥ 2, R — нормальная подгруппа из
F , F ∩ At = 1 (t = 1, . . . , n), G = F/R′, G = F/R, N = R/R′. Тогда Fit(G) = N
и подгруппа Fit(G) выделяется в группе G универсальной формулой.

Доказательство. Предположим, что для элементов a ∈ N и g ∈ G ком-
мутатор [a, g, . . . , g] равен 1 и 2 ≤ m — количество вхождений элемента g в этот
коммутатор. Докажем, что тогда [a, g] = 1.

Вычислим, используя формулы (1), значения частных производных Фокса
Di (i = 1, . . . , n + r) от элемента [a, g, . . . , g]. Получим

Di[a, g, . . . , g] = Dia · (ḡ − 1)m,

где черта означает образ элемента из группы G в группе ḡ при естественном
гомоморфизме G → G.

Так как [a, g, . . . , g] = 1, то Dia · (ḡ − 1)m = 0 (i = 1, . . . , n + r). Возможны
два случая.

Случай 1. Dia · (ḡ − 1)m−1 = 0 при i = 1, . . . , n + r.
Это равносильно тому, что коммутатор [a, g, . . . , g], в котором элемент g

встречается m− 1 раз, равен 1. Из индукционного предположения заключаем,
что [a, g] = 1.

Случай 2. Для некоторого i ∈ {1, . . . , n + r} имеет место неравенство Dia ·
(ḡ − 1)m−1 6= 0.

Пусть tj , j ∈ J , — все представители левых смежных классов группы G по
бесконечной циклической группе 〈ḡ〉. Для некоторого конечного подмножества
J0 ⊆ J возможна запись

Dia · (ḡ − 1)m−1 =
∑

j0∈J0

tj0αj0 , (2)

где αj0 — ненулевые элементы из кольца Z〈ḡ〉. Но тогда αj0(ḡ − 1) = 0 для
любого j0 ∈ J0.

Если элемент ḡ имеет бесконечный порядок, то для αj 6= 0 это равенство
невозможно.
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Предположим, что ḡ — элемент конечного порядка l. Тогда каждый эле-
мент αj (j ∈ J) можно записать в виде

αj = a0j + a1j ḡ + · · ·+ al−1,j ḡ
l−1

для некоторых a0j , . . . , am−1,j ∈ Z. Равенство αj(ḡ − 1) = 0 влечет a0j = · · · =
al−1,j = aj . Элемент Dia также можно записать в виде (2):

Dia =
∑

j1∈J1

tj1βj1 , (3)

где J0 ⊆ J1, βj1 ∈ Z〈ḡ〉. Из (2) и (3) для всех j0 ∈ J0 получим

βj0(ḡ − 1)m−1 = aj0(1 + ḡ + · · ·+ ḡl−1). (4)

Из (4) при тривиализации ε : Z〈ḡ〉 → Z получаем laj0 = 0 при j0 ∈ J0.
Завершим доказательство теоремы. Пусть g ∈ Fit(G) и a — любой эле-

мент из N . Так как N ⊆ Fit(G), то группа, порожденная элементами g и a,
нильпотентна. Значит, [a, g, . . . , g] = 1. Но тогда [a, g] = 1 для любого a ∈ N .
Из леммы 2 [8] следует, что g ∈ N .

Покажем теперь, что формула

Y (g) 
 ∀x([gx, g] = 1)

выделяет подгруппу N . Пусть элемент g ∈ G удовлетворяет этой формуле.
Тогда его нормальное замыкание 〈g〉G — абелева подгруппа. Таким образом,
для любого a ∈ N имеет место равенство [a, g, g] = 1. Но тогда [a, g] = 1 и,
следовательно, g ∈ N . Теорема доказана.

В [9] А. Ф. Красников доказал, в частности, что для групп вида Xr/R′, где
Xr — свободная группа ранга r, подгруппа R/R′ является эпиморфно допусти-
мой, т. е. переходит в себя при любом эпиморфизме группы Xr/R′ на себя. Из
теоремы 1 получаем более общее

Следствие 1. Подгруппа R/R′ эпиморфно допустима в группе F/R′.
Даже для группы G из класса uncl(S) равенство Fit(G) = G′ не обязано вы-

полняться. Например, это не верно для группы W1,1 — дискретного сплетения
двух бесконечных циклических групп. Тем не менее верно

Предложение 1. Пусть A, B — конечно порожденные ∀-свободные ме-
табелевы группы. Если A/A′ и B/B′ — группы без кручения, то Fit(A ∗

A2
B)

совпадает с коммутантом группы A ∗
A2

B.

Доказательство. Обозначим G = A ∗
A2

B. Каждый элемент g ∈ G можно

записать в виде g = abd, где a — элемент из образа группы A в группе G,
b — элемент из образа группы B в группе G, а элемент d принадлежит образу
декартовой подгруппы D = 〈[A,B]〉A∗B в группе G.

Предположим, что g ∈ Fit(G). Выберем 1 6= a′ ∈ A′. Так как A′ ⊆ G′ ⊆
Fit(G), то группа, порожденная элементами g и a′, нильпотентна, значит,

[a′, ab, . . . , ab] = 1, (5)

ибо d ∈ G′. Предположим, что b /∈ B′. Рассмотрим естественный гомоморфизм
группы G на группу G̃ = A ∗

A2
B̃, где B̃ = B/B′. Из (5) вытекает, что

[a′, ab̃, . . . , ab̃] = 1 (6)
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и b̃ — неединичный элемент из абелевой группы без кручения B̃.
Поскольку группа A универсально эквивалентна группе S и конечно порож-

дена, она является подгруппой группы Wn,n = An o Bn для некоторого n ≥ 1.
Можно считать, что n ≥ ранг (B̃).

Рассмотрим вложение ε1 группы A в группу Wn,n. При этом элемент a′

переходит в базовую подгруппу An группы Wn,n, так как он лежит в коммутан-
те. Образ ε1(a) элемента a не обязан лежать в подгруппе An. Возможны два
случая.

1. ε1(a) ∈ An.
Рассмотрим какое-либо вложение группы B̃ в группу Bn. Обозначим его

через ε2. Таким образом, обе группы A и B̃ вложены в группу Wn,n. Тогда
существует гомоморфизм группы G̃ в группу Wn,n, совпадающий на A и B̃ с ε1
и ε2 соответственно. Обозначим этот гомоморфизм через α. Тогда

[α(a′), α(a)α(b̃), . . . , α(a)α(b̃)] = [ε1(a′), ε1(a)ε2(b̃), . . . , ε1(a)ε2(b̃)] 6= 1, (7)

так как ε1(a)ε2(b̃) /∈ An, а 1 6= ε1(a′) ∈ An.
2. ε(a) /∈ An.
Пусть b1, . . . , bn — базис группы Bn, а b̃1, . . . , b̃n, . . . , b̃m — базис группы B̃.

Пусть t — целое число. Через ε3,t обозначим вложение группы B̃ в группу Bn,
при котором элементы b̃j (j = 1, . . . ,m) переходят в элементы bt

j . Выберем t так,
что ε1(a)ε3,t(b̃) /∈ An. Заменим ε2 в формуле (7) на ε3,t и получим аналогичное
неравенство.

Полученное противоречие доказывает, что b ∈ B′. Аналогично a ∈ A′.
Таким образом, g ∈ G′. Предложение доказано.

Свободная метабелева группа S обладает тем свойством, что ее абелизация
Sab = S/S′ — группа без кручения. Однако это свойство не записывается на
языке ∀-формул, как показывает следующее предложение. Поэтому ограниче-
ние из предложения 1 о том, что группы A/A′ и B/B′ не имеют кручения, не
выполняются автоматически для всех групп из класса uncl(S). Более точно,
верно следующее

Предложение 2. Существует конечно порожденная ∀-свободная метабе-
лева группа G такая, что G/G′ содержит элементы конечного порядка.

Доказательство. Рассмотрим группу W1,1 = 〈a〉 o 〈b〉 — дискретное спле-
тение двух бесконечных циклических групп. В качестве G рассмотрим подгруп-
пу W1,1, порожденную элементами b, a2

1, a1a
−1
2 , где ai = b−ia1b

i. Так как каждая
неабелева конечно порожденная подгруппа из W1,1 является ∀-свободной мета-
белевой группой, достаточно доказать, что группа G/G′ содержит элементы
конечного порядка.

Подгруппа G′ содержит элемент a1a
−1
2 , ибо[

b, a2
1

]
= b−1a−2

1 ba2
1 =

(
a−1
2 a1

)2
.

Покажем, что a1a
−1
2 /∈ G′. Поскольку[

b, a1a
−1
2

]
= b−1a−1

1 a2ba
−1
2 a1 = a3a

−2
2 a1,

любой элемент c из G′ можно записать в виде

c =
(
a2
1a

−2
2

)f1(b)(
a1a

−2
2 a3

)f2(b)
,
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где

f1(b) = αmbm + αm−1b
m−1 + · · ·+ αnbn, f2(b) = βqb

q + βq−1b
q−1 + · · ·+ βpb

p,

αm, αn, βq, βp (m ≥ n, q ≥ p) — не равные нулю целые числа. Если элемент
a1a

−1
2 лежит в G′, то получим систему сравнений

βq ≡ εq( mod 2)

βq+1 ≡ εq+1( mod 2)

βq + βq+2 ≡ εq+2( mod 2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

βp+1 + βp+3 ≡ εp+3( mod 2)

βp+2 ≡ ε4+p( mod 2)

βp+3 ≡ εp+5( mod 2),

(8)

где для некоторого i, q ≤ i ≤ 4 + p, выполнено εi = εi+1 = 1 и εj = 0 для
остальных значений j. Легко проверить, что если из матрицы

1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
1 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1


размерности (p+6−q)×(p+4−q) вычеркнуть две смежные строки, то получим
обратимую матрицу над кольцом Z2. Поэтому если из системы (8) вычеркнуть
сравнения с правыми частями 1, то полученная система имеет лишь нулевое
решение. Предложение доказано.

Как следует, например, из теоремы 1, коммутант свободной метабелевой
группы ранга ≥ 2 выделяется универсальной формулой

Y1(x) 
 ∀y([xy, x] = 1).

Однако на классе всех неабелевых конечно порожденных групп из uncl(S) уни-
версальной формулы с таким свойством не существует, как показывает

Следствие 2. Пусть F — класс конечно порожденных ∀-свободных мета-
белевых групп. Не существует универсальной формулы Y2(x) групповой сигна-
туры такой, что для всех Gα ∈ F формула Y2(x) истинна на Gα тогда и только
тогда, когда элемент x лежит в коммутанте G′

α.

Доказательство. Предположим, что такая формула существует. Группа
G, рассмотренная в предложении 2, лежит в классе F . На ней верна ∃-формула

(∃x)(¬Y2(x)) ∧ (∃y1 . . . y2n)(x2 = [y1, y2] . . . [y2n−1, y2n]), (9)

где n — ширина коммутанта группы G. Эта же формула должна быть верной и
на свободной метабелевой группе ранга 2. Но на ней формула (9) неверна, так
как ее абелизация не имеет кручения. Следствие доказано.
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Теорема 2. Пусть A, B — абелевы группы из класса uncl(S). Тогда их
метабелево произведение A ∗

A2
B лежит в классе uncl(S). Вместе с тем суще-

ствуют неабелевы группы G1 и G2 из класса uncl(S) такие, что группа G1 ∗
A2

G2

не лежит в этом классе, т. е. универсальная эквивалентность, вообще говоря,
не сохраняется при метабелевом произведении групп.

Доказательство. Пусть A, B — абелевы группы без кручения, F = A ∗
B — их свободное произведение, G = A ∗

A2
B. По определению G = F/F ′′.

Обозначим через R коммутант F ′. Так как R ∩ A = R ∩ B = 1, то для группы
G = F/R′ имеет место вложение Шмелькина в группу матриц над кольцом
Z(F/R).

Как отмечено ранее, достаточно доказать, что G является ρ-группой. Пер-
вое условие на ρ-группу выполняется, так как A,B — группы без кручения и
из вложения Шмелькина легко следует, что G также группа без кручения. Да-
лее, по теореме 1 Fit(G) = G′. Группа G/ Fit(G) изоморфна группе A × B и,
следовательно, Fit(G) — изолированная подгруппа из G.

Осталось проверить, что Z(G/G′)-модуль G′ не имеет кручения. Пусть
1 6= c — элемент из G′. При вложении Шмелькина элемент c отображается в
матрицу

c =
(

1 0
t1α1 + t2α2 1

)
,

где α1, α2 ∈ Z(G/G′). Пусть γ — ненулевой элемент из кольца Z(G/G′). Тогда

cγ =
(

1 0
t1α1γ + t2α2γ 1

)
.

Так как группа G/G′ без кручения, кольцо Z(G/G′) не имеет делителей нуля.
Поэтому cγ 6= 1 .

Докажем теперь вторую часть теоремы. Пусть 〈ai〉, 〈bi〉 — бесконечные
циклические группы, Gi = 〈ai〉 o 〈bi〉, (i = 1, 2) — дискретные сплетения. Из-
вестно, что группы G1 и G2 являются ∀-свободными метабелевыми. Обозначим
H = G1 ∗

A2
G2. Покажем, что универсальная теория Th∀ H не совпадает с уни-

версальной теорией свободной метабелевой группы ранга ≥ 2.
Рассмотрим ∃-формулу

Y3 
 (∃x1y1y2)
(
[x1, y1] 6= 1 ∧

[
xy1

1 , x1

]
= 1 ∧

[
xy2

1 , x1

]
6= 1

)
.

Покажем, что она верна на группе H. Положим x1 = a1, y1 = b1, y2 = b2.
В проверке нуждается лишь условие

[
ab2
1 , a1

]
6= 1. Обозначим Gi = Gi/G′

i, i =
1, 2. Рассмотрим естественный гомоморфизм группы H на группу H = G1 ∗

A2
G2.

Чертой обозначаем образ элемента из H при этом гомоморфизме. Убедимся в
том, что

[
āb̄2
1 , ā1

]
6= 1. Но[

āb̄2
1 , 1

]
=

[
b̄−1
2 ā1b̄2ā

−1
1 ā1, ā1

]
=

[[
b̄2, ā

−1
1

]
, ā1

]ā1 =
[
b̄2, ā

−1
1

](1−ā1)ā1
.

Как следует из первой части теоремы, группа H универсально эквивалентна
свободной метабелевой группе S неединичного ранга. Поэтому ее коммутант
H ′ является Z(G1 × G2)-модулем без кручения. Так как 1 − ā1 6= 0, достаточ-
но проверить, что [b̄2, ā

−1
1 ] — неединичный элемент. Но это легко следует из

вложения Шмелькина и формул (1). Теорема доказана.

Поскольку универсальная теория свободной метабелевой группы разреши-
ма [1, 2], из теоремы 2 получаем
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Следствие 3. Пусть A, B — абелевы группы без кручения. Тогда универ-
сальная теория группы A ∗

A2
B разрешима.

Автор благодарен профессору В. Н. Ремесленникову, который привлек вни-
мание к данной проблематике.
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