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СОПРЯЖЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА К ВЕСОВЫМ

ПРОСТРАНСТВАМ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Н. Ф. Абузярова, Р. С. Юлмухаметов

Аннотация: Рассматриваются линейные топологические пространства: H, состо-
ящее из функций, аналитических в выпуклой области D ⊂ Cp и ограниченных с
системой весов {un(z)}, un(z) — выпуклые функции 2p вещественных переменных,
и P , состоящее из целых функций p переменных, ограниченных с системой весов
{vn(λ)}, где vn(λ̄), рассматриваемая как функция 2p вещественных переменных,
является преобразованием Лежандра функции un(z). При одном условии «пра-
вильности» роста функций vn(λ) доказывается теорема О. В. Епифанова: сильно
сопряженное к H пространство ∗-топологически изоморфно пространству P , изо-
морфизм устанавливается с помощью преобразования Лапласа. Библиогр. 9.

Введение

Пусть D — ограниченная выпуклая область в Cp, 0 ∈ D, {un(z)} — убываю-
щая последовательность выпуклых функций, принимающих конечные значения
в D, каждая из которых удовлетворяет условию un(z) → ∞, z → ∂D, z ∈ D.
Через H обозначим пространство функций, аналитических в D и удовлетворя-
ющих условию

|f(z)|e−un(z) → 0 ∀n = 1, 2, . . . ,

когда dist(z, ∂D) → 0.
Пространство H наделяется естественной топологией проективного предела

B-пространств:

Hn = {f ∈ A(D) : ‖f‖n = sup
z∈D

|f(z)|e−un(z) < ∞},

где A(D) — пространство всех аналитических в D функций. Система {exp〈λ, z〉,

λ ∈ Cp}, где 〈λ, z〉 =
p∑

k=1

λkzk, лежит в пространстве H и полна в нем [1].

Каждому линейному непрерывному функционалу S на H поставим в соот-
ветствие его преобразование Лапласа:

L : S → Ŝ(λ) = S(exp〈λ, z〉), λ ∈ Cp.

Преобразование Лапласа инъективно отображает сопряженное пространство
H∗ в пространство целых функций A(Cp). Задача описания образа H∗ при
отображении L рассматривалась в работах [1–3]. Приведем наиболее общий
результат, анонсированный в работе [3].

Теорема (О. В. Епифанов). Пусть

vn(λ) = sup
z∈D

(Re〈λ, z〉 − un(z)), λ ∈ Cp, n = 1, 2, . . . ,
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и P — пространство целых функций F (λ) таких, что для некоторого n = n(F )

‖F‖n = sup
λ∈Cp

|F (λ)|e−vn(λ) < ∞,

с топологией индуктивного предела.
Если выполнено условие

vn+1(λ) ≥ vn(λ) + ln(1 + |λ|) + cn, λ ∈ Cp, (1)

то преобразование Лапласа устанавливает топологический изоморфизм сильно
сопряженного к H пространства H∗ на пространство P и, наоборот, изоморфизм
P ∗ на H.

В связи с безвременной смертью О. В. Епифанова доказательство этой тео-
ремы осталось неизвестным. Здесь доказательство проводится в предположе-
нии, что весовые функции удовлетворяют некоторому условию «правильности»
роста (условие (B)), и представляет собой более простое использование схемы
Л. Эренпрайса с применением теоремы Л. Хёрмандера.

Сначала, в § 1, мы изложим доказательство при дополнительном условии
на поведение вблизи границы области D элементов пространства H; это условие
вытекает из предположения «правильности» роста преобразований Лежандра
(см. [4]) весовых функций un.

Дадим точную формулировку упомянутого условия. Положим

Kn(z) =
∫
Cp

eRe〈λ,z〉−vn(λ) dν(λ),

где dν — элемент объема в Cp.
(A) Для любого n = 3p+3, 3p+4, . . . , существуют номер m = m(n) и посто-

янная M = Mn такие, что если f голоморфна в D и ‖f‖k = sup
z∈D

|f(z)|e−uk(z) <

∞, k = 1, 2, . . . , то функция f(z)
Kn(z) , продолженная нулем на Cp \D и рассматри-

ваемая как функция 2p вещественных переменных, принадлежит пространству
C(3p)(R2p) функций, имеющих непрерывные частные производные до порядка
3p включительно, и ее норма в этом пространстве не превосходит Mn‖f‖m.

В § 2 будет показано, что условие (A) выводится из следующего предполо-
жения о весовых функциях:

(B) vn ∈ C2(Cp),
2p∑

k,m=1

∂2vn(λ)
∂xk∂xm

ykym ≥ 12p+b0
1+|λ|2 |y|

2, b0 > 0, λ = (x1 + ix2, . . . ,

x2p−1 + ix2p) ∈ Cp, y = (y1, . . . , y2p) ∈ R2p.

§ 1. Доказательство теоремы
О. В. Епифанова при условии (A)

Если S ∈ H∗, то для некоторого n имеем

|Ŝ(λ)| = |S(exp〈λ, z〉)| ≤ ‖S‖H∗
n
‖ exp〈λ, z〉‖Hn

= ‖S‖H∗
n

sup
z∈D

(exp(Re〈λ, z〉)−un(z)),

т. е. ‖Ŝ‖n ≤ ‖S‖H∗
n
. Таким образом, преобразование L непрерывно и инъек-

тивно действует из H∗ в P . Основная трудность заключается в доказательстве
сюръективности L.
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Пусть F ∈ P , т. е. для некоторого n = n(F )

‖F‖n = sup
λ
|F (λ)|e−vn(λ) < ∞.

Из условия (1) следует, что для всех m ≥ n + p + 1∫
Cp

|F (λ)|2e−2vm(λ) dν(λ) < C0‖F‖2n. (2)

В пространстве C2p рассмотрим p-мерное подпространство

Σ = {w = (w1, . . . , w2p) : w2k−1 = iλk, w2k = −λk, λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Cp}

и на нем зададим функцию

g(w) = F (λ), λ ∈ Cp, w ∈ Σ.

Введем в рассмотрение функции в C2p

ϕn(w) = sup
z∈D

(
p∑

k=1

(Re zk · Im w2k−1 + Im zk · Im w2k)− un(z)

)
, n = 1, 2, . . . .

Выпуклые функции ϕn обладают следующими очевидными свойствами:

ϕn(w) = ϕn(i Im w), w ∈ C2p, (3)
ϕn(w) = vn(λ), w ∈ Σ, λ ∈ Cp, (4)

ϕn(iy) = vn(y1 − iy2, . . . , y2p−1 − iy2p), y = (y1, . . . , y2p) ∈ R2p. (5)

Кроме того, выполняется условие Липшица

|ϕn(w1)− ϕn(w2)| ≤ (max
z∈D

|z|)|w1 − w2|. (6)

Соотношение (2) означает выполнение условия∫
Σ

|g(w)|2e−ϕm(w) ≤ C0‖F‖2n.

Из свойств (3), (4) и условия (1) вытекает выполнение соотношения

ϕn+1 ≥ ϕn + ln(1 + | Im w|) + cn, n = 1, 2, . . . , w ∈ C2p. (7)

Применим теорему Л. Хёрмандера [5, c. 317], условия которой выполнены
ввиду соотношения (6). В силу этой теоремы существует целая функция f(w)
на C2p, которая совпадает с функцией g на Σ и удовлетворяет условию∫

C2p

|f(w)|2e−2ϕm(w)(1 + |w|)−3p dν(w) ≤ C0

∫
Σ

|g(w)|2e−2ϕm(w) dν(w).

Пользуясь свойством (7) и очевидным неравенством

1 + |w|2 ≤ (1 + |x|2)(1 + |y|2), w = x + iy ∈ C2p,

получим оценку∫
C2p

|f(x + iy)|2e−2ϕk(iy)(1 + |x|2)−3p dxdy ≤ C‖F‖2n (8)



6 Н. Ф. Абузярова, Р. С. Юлмухаметов

для любого k ≥ m + 3p, где m ≥ n + p + 1.
Функция |f(w)|2 субгармонична в C2p, поэтому для любого x ∈ R2p имеем

(R2p рассматривается как подпространство C2p)

|f(x)|2 ≤ 1
V2p

∫
B

|f(x + ξ)|2 dν(ξ),

где B — единичный шар в C2p, а V2p — его объем. Отсюда и из (6) вытекает
оценка

|f(x)|2e−2ϕk(x)(1 + |x|2)−3p ≤ C

V2p

∫
B

|f(x + ξ)|2e−2ϕk(x+ξ)

(1 + |x + ξ|2)3p
dν(ξ),

где

C = sup
{(

1 + |x + ξ|2

1 + |x|2

)3p

e2(ϕk(x+ξ)−ϕk(x)) : x ∈ R2p, ξ ∈ B

}
.

Теперь, проинтегрировав по x ∈ R2p и учитывая свойство (3) и оценку (8),
получим∫

R2p

|f(x)|2(1 + |x|2)−3p dx

≤ C

∫
C2p

|f(x + iy)|2e−2ϕk(iy)(1 + |x|2)−3p dxdy ≤ C1‖F‖n,

где C1 = e2ϕk(0)CC0.
По терминологии из [6, с. 288] функция f(x) является элементом простран-

ства L2
(−3p)(R

2p). Другими словами, f(x) является преобразованием Фурье
некоторого линейного непрерывного функционала S0 на пространстве Соболева
W 2

3p(R2p):
f(x) = S0(e−i〈t,x〉), t, x ∈ R2p,

где 〈t, x〉 =
2p∑

k=1

tixi. Так как мы знаем, что f — целая функция, то

f(w) = S0(e−i〈t,w〉), w ∈ C2p. (9)

Из оценки (8) с использованием субгармоничности функции |f(w)|2 и липши-
цевости функций ϕk можно получить равномерную оценку

|f(w)| ≤ (1 + |w|)3p expϕk(i Im w),

и, далее, по свойству (5) имеем

|f(w)| ≤ (1 + |w|)3p exp vk(Im w1 − i Im w2, . . . , Im w2p−1 − i Im w2p)

≤ (1 + |w|)3pH(Im w),

где H(y) = sup
{

2p∑
k=1

tkyk, t = (t1, . . . , t2p) ∈ D

}
— опорная функция компакта D,

рассматриваемого как подмножество R2p. Последнее соотношение по теореме
Пэли — Винера — Шварца [7, с. 280] означает, что носитель функционала S0

лежит в D.
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Возьмем произвольное y ∈ R2p и рассмотрим функционал Sy :

Sy : g 7→ S0(g(t)e〈t,y〉), g ∈ W 2
3p.

Очевидно, Sy — линейный непрерывный функционал, и согласно соотноше-
нию (9) имеем

Sy(e−i(t,x)) = S0(e−i〈t,x+iy〉) = f(x + iy), (x + iy) ∈ C2p.

Отсюда по формуле Парсеваля получим

‖Sy‖2 =
∫

R2p

|f(x + iy)|2(1 + |x|2)−3p dx.

Разделим это равенство на e2ϕk(iy), k > n + 4p, и проинтегрируем по y ∈ R2p.
Учитывая соотношение (8), получим∫

R2p

‖Sy‖2e−2ϕk(iy) dy ≤ C‖F‖2n. (10)

Далее, воспользуемся условием (A). В силу этого условия для любой функции
f ∈ H, для любых j ∈ N и y ∈ R2p определены значения Sy

( f(z)
Kj(z)

)
функционала

Sy на функции f(z)
Kj(z) . Здесь z = (t1 + iτ1, . . . , tp + iτp) интерпретируется как

элемент (t1, τ1, . . . , tp, τp) ∈ R2p. Докажем, что для любых функции f ∈ H и
значения индекса j = n + 5p + 2 интеграл

S(f) =
∫

R2p

Sy

(
f(z)

Kj(z)

)
e−ϕj(iy) dy (11)

сходится.
Действительно, по свойству (7), используя неравенство Коши — Буняков-

ского, при k = 4p + n + 1 находим

|S(f)| ≤ C

∫
R2p

∣∣∣∣Sy

(
f(z)

Kj(z)

)∣∣∣∣e−ϕk(iy)(1 + |y|)−(p+1)dy

≤ C

(∫
R2p

∣∣∣∣Sy

( f(z)
Kj(z)

)∣∣∣∣2e−2ϕk(iy) dy

)1/2(∫
R2p

(1 + |y|−2(p+1)) dy

)1/2

≤ C1

∣∣∣∣ f(z)
Kj(z)

∣∣∣∣
C(3p)

(∫
R2p

‖Sy‖2e−2ϕk(iy) dy

)1/2

.

Теперь воспользуемся оценкой (10):

|S(f)| ≤ C2‖f‖m‖F‖n,

где m = m(j) = m(n+5p+2) — номер из условия (A). Это неравенство означает,
что (11) определяет линейный непрерывный функционал S на H, причем для m,
зависящего от n, имеем

||S||H∗
m
≤ C3‖F‖n. (12)

Найдем образ L(S) функционала S.
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Пусть min{vn(λ), λ ∈ Cp} = vn(λ0). Для α ∈ (0; 1) рассмотрим функции
Fα(λ) = F (λ0 + α(λ− λ0)). На лучах, исходящих из точки λ0, выпуклая функ-
ция vn возрастает, поэтому для всех λ ∈ Cp будет

|Fα(λ)| = |F (λ0 + α(λ− λ0)| ≤ ‖F‖nevn(λ0+α(λ−λ0)) ≤ ‖F‖nevn(λ)

или ‖Fα‖n ≤ ‖F‖n.
Из этой оценки получим, что

‖F − Fα‖n+1 → 0

при α → 1.
По функциям Fα, α ∈ (0, 1), можем построить функционалы S

(α)
0 и S(α)

так же, как по функции F были построены функционалы S0 и S. Очевидно,
что носитель функционала S

(α)
0 будет лежать в αD и, следовательно, так как

0 ∈ D, в D.
Применив неравенство (12) к разности F − Fα, получим

‖S − S(α)‖ ≤ const ‖F − Fα‖n+1,

т. е. S(α) → S, α → 1, в топологии H∗.
Пусть fα(w) — целая функция, полученная продолжением gα(w) = Fα(λ)

с плоскости Σ на C2p. Докажем сначала, что S(α)(e−i〈t,x〉) = fα(x), α ∈ (0, 1),
затем из этого соотношения выведем, что Ŝ(λ) = F (λ), где Ŝ = L(S) — преоб-
разование Лапласа функционала S, определяемого по функции F соотношени-
ем (11).

Воспользовавшись определением (11), приходим к равенствам

S(α)(e−i(t,x)) =
∫

R2p

Sα
y

(
e−i(t,x)

Kj(z)

)
e−ϕj(iy) dy

= lim
M→∞

∫
|y|≤M

Sα
0

(
e−i(t,x)+(t,y)

Kj(z)

)
e−ϕj(iy) dy.

Здесь точки z = (t1 + it2, . . . , t2p−1 + it2p) и t = (t1, . . . , t2p) отождествляются.
Так как выпуклая функция uk(z) ограничена сверху на компактах из D, то

ϕk(iy) = vk(λ) ≥ Hα(y)− const,

α ∈ (0; 1), y ∈ R2p, λ = (y1 − iy2, . . . , y2p−1 − iy2p), Hα — опорная функция
множества αD, рассматриваемого как подмножество R2p. Поэтому интегралы
вида ∫

Cp

e〈z,λ〉−vj(λ)

Kj(z)
|w|q dν(λ)

сходятся равномерно по z ∈ αD и, значит, интегралы∫
|w|≤M

e〈t,x〉〈t,w〉−vj(w)

Kj(z)
|w|q dν(w)

сходятся в топологии W 2
3p при M →∞ к e−i〈t,x〉 как функции переменной t.

В силу вышесказанного имеем

S(α)(e−i〈t,x〉) = S
(α)
0 (e−i〈t,x〉) = fα(x), α ∈ (0, 1).

Поэтому S(α)(e−i〈t,w〉) = f(α)(w). При w ∈ Σ имеем S(α)(e〈z,λ〉) = Fα(λ). Пере-
ходя к пределу при α → 1, получим Ŝ(λ) = F (λ). Теорема доказана.
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§ 2. Достаточность условия (B)

Пусть {un} — убывающая последовательность выпуклых функций, прини-
мающих конечные значения в ограниченной выпуклой области D ⊂ Cp, и

vn(λ) = sup
z∈D

(Re〈λ, z〉 − un(z)), λ ∈ Cp,

Kn(z) =
∫
Cp

eRe〈λ,z〉−vn(λ) dν(λ),

где dν — элемент объема в Cp. В этом параграфе будет показано, что из условия
(B) вытекает условие (A) (см. введение).

Предварительно докажем ряд вспомогательных лемм.
1. В первых двух леммах производится локализация интегралов вида∫

Rq

e(x,t)−w(x) dx,

где w(x), x ∈ Rq, — выпуклая неотрицательная функция, удовлетворяющая
условию типа (B).

Через B(x0, r) будем обозначать евклидов шар {x ∈ Rq : |x− x0| < r}.

Лемма 1. Пусть v ∈ C2(Rq) и
q∑

k,m=1

∂2vn(x)
∂xk∂xm

ykym ≥ b

1 + |x|2
|y|2, x, y ∈ Rq, b > 0;

положим
K(t) =

∫
Rq

e(x,t)−v(x) dx,

где (x, t) — евклидово скалярное произведение. Через xt обозначим точку, в
которой достигается sup

x
((x, t) − v(x)) (рассматриваются те значения t, для ко-

торых этот супремум конечен).
Тогда существует постоянная M = M(b) такая, что

K(t) ≤ M

∫
B(xt,

1
2 (1+|xt|)

e(x,t)−v(x) dx.

Доказательство. Воспользуемся приемом из работы [8]. Положим

ϕt(x) = (xt, t)− v(xt)− ((x, t)− v(x)),

Dt(s) = {x ∈ Rq : ϕt(x) ≤ s}, αt(s) = V (Dt(s)), s ≥ 0,

где V (A) — объем множества A. Очевидно, что при фиксированном t функ-
ция ϕt(x) выпукла, неотрицательна и ϕt(xt) = 0, множество Dt(s) выпукло при
каждом s. Функция (αt(s))

1
q вогнута на [0,+∞) [9]. Кроме того, в условиях лем-

мы αt(0) = 0. Возьмем произвольное число a ∈ (0, 1]. Из вогнутости функции
(αt(s))

1
q следует неравенство

αt(s) ≤ αt(a)
sq

aq
, s ≥ a.
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Отсюда и из представления∫
Rq

e−ϕt(x) dx =

∞∫
0

e−s dαt(s) =

∞∫
0

αt(s)e−s ds

вытекает, что∫
Rq

e−ϕt(x) dx ≤
a∫

0

αt(s)e−s ds + αt(a)

∞∫
a

sq

aq
e−s ds

≤ αt(a)

 a∫
0

e−sds +

∞∫
a

sq

aq
e−s ds

 ≤ (q + 1)!
aq

αt(a).

С другой стороны, ∫
Dt(a)

e−ϕt(x) dx ≥ e−aαt(a).

Поэтому ∫
Rq

e−ϕt(x) ≤ (q + 1)!
aq

ea

∫
Dt(a)

e−ϕt(x) dx.

Подставив в это неравенство определение функции ϕt(x), получим∫
Rq

e(x,t)−v(x) dx ≤ (q + 1)!
aq

ea

∫
Dt(a)

e(x,t)−v(x) dx. (13)

Заметим, что до сих пор не использовалось условие на функцию v. Его
мы используем для того, чтобы показать существование числа a, для которого
Dt(a) ⊂ B

(
xt,

1
2 (1 + |xt|

)
.

По формуле Тейлора, примененной к функции v, имеем

v(x) = v(xt) + (∇v(xt), x− xt) +
1
2
(D2v(x∗)(x− xt), x− xt),

где x∗ — точка на отрезке, соединяющем x и xt, а через D2v(x∗) обозначе-
на матрица вторых производных функции v в этой точке. В условиях леммы
∇v(xt) = t, поэтому для функции ϕt(x) имеем представление

ϕt(x) = v(x)− v(xt)− (∇v(xt), x− xt) =
1
2
(D2v(x∗)(x− xt), x− xt).

Отсюда в силу условия леммы получим

ϕt(x) ≥ b|x− xt|2

2(1 + |x∗|2)
.

Если точка x такова, что |x − xt| = 1
2 (1 + |xt|2), то |x∗| ≤ |xt| + |x − xt| ≤

|xt|+ |x− xt| ≤ 3
2 (1 + |xt|2). Следовательно,

ϕt(x) >
b|x− xt|2

8(1 + |xt|)2
на сфере {x : |x − xt| = 1

2 (1 + |xt|)}. Из этого неравенства вытекает, что на
указанной сфере выполняется оценка

ϕt(x) >
b

32
.

Учитывая то, что xt ∈ Dt(b/32), и последнюю оценку, заключаем, что выпуклое
множество Dt(b/32) содержится в шаре B(xt,

1
2 (1 + |xt|)). Остается воспользо-

ваться соотношением (13) с a = min{1, b/32}. В качестве искомой постоянной
M = M(b) можно взять (q + 1)!eb/32(32/b)q. Лемма 1 доказана.
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Лемма 2. Пусть функция v удовлетворяет условию леммы 1 с постоянной
b = 12p + b0, b0 > 0; xt, как и выше, обозначает точку достижения sup

x
((x, t) −

v(x)) и

Ks(t) =
∫
Rq

e(x,t)−v(x)(1 + |x|2)s dx.

Тогда существует постоянная M ′ такая, что для всех s, − 3
2p ≤ s ≤ 3

2p, верна
оценка

Ks(t) ≤ M ′
∫

B(xt,
1
2 (1+|xt|))

e(x,t)−v(x)(1 + |x2|)s dx.

Доказательство. Элементарными вычислениями убедимся в выполне-
нии оценки ∣∣∣∣∣

q∑
k,m=1

∂2

∂xk∂xm
ln(1 + |x|2)ykym

∣∣∣∣∣ ≤ 6|y|2

1 + |x|2
, x, y ∈ Rq.

Поэтому при фиксированном s, − 3
2p ≤ s ≤ 3

2p, для функции

w(x) = v(x)− s ln(1 + |x|2)

выполняется условие
q∑

k,m=1

∂2w(x)
∂xk∂xm

ykym ≥ (3p + b0)|y|2

1 + |x|2
, x, y ∈ Rq.

Следовательно, к этой функции применима лемма 1:

Ks(t) ≤ M

∫
B(x′t,

1
2 (1+|x′t|)

e(x,t)−v(x)(1 + |x|2)s dx,

где x′t — точка достижения sup
x

((x, t)−w(x)). Отсюда, вынося из-под интеграла
величину

max
{

(1 + |x|2)s : x ∈ B

(
x′t,

1
2
(1 + |x′t|)

)}
и затем применяя лемму 1 к функции v, получим

Ks(t) ≤ CM(1 + |x′t|2)s

∫
Rq

e(x,t)−v(x) dx

≤ CM2(1 + |x′t|2)s

∫
B(xt,

1
2 (1+|xt|))

e(x,t)−v(x) dx,

где

C = max
{(

1 + |x|2

1 + |x′t|2

)(3/2)p

, |x− x′t| ≤
1
2
(1 + |x′t|2)

}
при s ≥ 0,

C = max
{(

1 + |x′t|2

1 + |x|2

)(3/2)p

, |x− x′t| ≤
1
2
(1 + |x′t|2)

}
при s ≤ 0.
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Утверждение леммы, очевидно, будет следовать из оценок

1 + |x′t|2 ≤ C1(1 + |xt|2) для s ≥ 0, (14)

1 + |xt|2 ≤ C2(1 + |x′t|2) для s ≤ 0, (15)

где C1, C2 — некоторые постоянные.
Докажем первую из них. Допустим, что |x′t| ≥ |xt|. По определению точек

xt, x′t имеем ∇v(xt) = t, ∇w(x′t) = t, поэтому

(∇v(xt)−∇v(x′t), xt − x′t) =
2s

1 + |x′t|2
(x′t, xt − x′t).

Рассмотрим функцию

f(τ) = (∇v(x′t + τ(xt − x′t)), xt − x′t), τ ∈ [0, 1].

По теореме о среднем имеем

f(1)− f(0) = f ′(τ∗), τ∗ ∈ [0, 1].

Полагая x′t + τ∗(xt − x′t) = x∗, получим

(D2v(x∗)(xt − x′t), xt − x′t) =
2s

1 + |x′t|2
(x′t, xt − x′t).

По условию леммы отсюда вытекает неравенство

(12p + b0) |xt − x′t|2

1 + |x∗|2
≤ 2s|x′t|

1 + |x′t|2
|xt − x′t|. (16)

Поскольку мы предполагаем, что 1 + |x∗|2 ≤ 1 + |x′t|2, то

(12p + b0)|xt − x′t| ≤ 3p|x′t|

и

|x′t| ≤ |xt|+ |xt − x′t| ≤ |xt|+
3p

12p + b0
|x′t|.

Таким образом,

|x′t| ≤
12p + b0

9p + b0
|xt|.

Значит, в неравенстве (14) можно положить C1 = 12p+b0
9p+b0

.
Для доказательства неравенства (15) применяются те же рассуждения, что

и выше, но v и w, xt и x′t меняются ролями. В результате приходим к неравен-
ству, аналогичному (16):

(3p + b0) |xt − x′t|2

1 + |x∗|2
≤ 2s|xt|

1 + |xt|2
|xt − x′t|,

из которого выводится (15) с C2 = 3p+b0
b0

. Лемма 2 доказана.

Следующая лемма описывает одно свойство преобразования Лежандра за-
данной выпуклой функции.
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Лемма 3. Пусть функция v удовлетворяет условию леммы 1 и xt — точка
достижения sup

x
((x, t)− v(x)). Положим u(t) = sup

x
((x, t)− v(x)). Тогда если

|t− τ | ≤ cb

2(1 + |xt|)
,

где c =
1/2∫
0

dt
1+t2 , то

|u(t)− u(τ)| ≤ 3bc

4
.

Доказательство. Покажем сначала, что при |t− τ | ≤ bc
2(1+|xt|) будет

|xt − xτ | ≤
1
2
(1 + |xt|).

Рассмотрим функцию R(s) = v((xτ − xt)s + xt), s ∈ [0, 1], и воспользуемся

формулой R′(1)−R′(0) =
1∫
0

R′′(s) ds. Из определения функции R получим

(τ − t, xτ − xt) =

1∫
0

(D2v((xτ − xt)s + xt)(xτ − xt), xτ − xt) ds.

Применим к левой части этого соотношения неравенство Коши — Буняковского,
а правую оценим, используя условие на функцию v:

|τ − t| · |xτ − xt| ≥ b|xτ − xt|2
1∫

0

ds

(1 + |(xτ − xt)s + xt|2)
.

Для сокращения записи введем обозначения

|xτ − xt| = ζ, 1 + |xt| = η.

Тогда если |t− τ | ≤ bc
2(1+|xt|) , то

bcζ

2η
≥ bζ2

2

1∫
0

ds

ζ2s2 + η2
=

bζ

2η

ζ/η∫
0

dt

1 + t2
.

Отсюда, учитывая определение числа c, получим

1/2∫
0

dt

1 + t2
≥

ζ/η∫
0

dt

1 + t2
,

следовательно, ζ/η ≤ 1/2 и

|xt − xτ | ≤
1
2
(1 + |xt|).

По теореме о среднем имеем u(t)−u(τ) = (∇u(τ∗), t− τ), где τ∗ — точка на
отрезке, соединяющем t и τ . По доказанному выше

|xt − xτ∗ | ≤
1
2
(1 + |xt|),
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значит,

|∇u(τ∗)| = |xτ∗ | ≤
3
2
(1 + |xt|).

Таким образом,

|u(t)− u(τ)| ≤ 3cb

4
≤ 3b

4
.

Лемма 3 доказана.

2. Пусть теперь {un} — убывающая последовательность выпуклых функ-
ций на ограниченной выпуклой области D ⊂ Cp и

vn(λ) = sup
z

(Re〈λ, z〉 − un(z)), Kn(z) =
∫
Cp

eRe〈λ,z〉−vn(λ) dν(λ),

где dν(λ) — элемент объема в Cp.
Будем предполагать далее выполненными условия (B) и
(C) существуют числа cn такие, что

vn+1(λ) ≥ vn(λ) + ln(1 + |λ|) + cn, λ ∈ Cp.

Следующая лемма позволяет ввести в пространстве H топологию, эквива-
лентную исходной и определяемую гладкими весами Kn(z).

Лемма 4. Существуют постоянные mn,Mn > 0 такие, что

mnKn+2p+1(z) ≤ eun(z) ≤ MnKn(z), n = 1, 2, . . . , z ∈ D. (17)

Доказательство. Функция vn(λ) является преобразованием Лежандра
функции un(z̄). Из свойств преобразования Лежандра [4] следует, что

un(z) = sup
λ

(Re〈λ, z〉 − vn(λ)).

Нетрудно проверить, что функции vn(λ) удовлетворяют условию Липшица

|vn(λ1)− vn(λ2)| ≤ max
z∈D

|z| · |λ1 − λ2|, λ1, λ2 ∈ Cp.

Поэтому если через λz обозначим точку достижения sup
λ

(Re〈λ, z〉 − vn(λ)), то

eun(λ) = eRe〈λz,z〉−v(λz) 1
V2p

∫
|λ−λz|≤1

dν(λ)

=
1

V2p

∫
|λ−λz|≤1

eRe〈λ,z〉−vn(λ)eRe〈λz−λ,z〉−(vn(λz)−vn(λ)) dν(λ)

≤ Kn(λ)
V2p

e
2 max

z∈D
|z|

,

где V2p — объем шара единичного радиуса в Cp(R2p), и в качестве Mn можно
взять число 1

V2p
exp(2max

z∈D
|z|). Левое неравенство в (17) выводится из усло-

вия (C):

Kn+2p+1(z) ≤ exp

(
n+2p∑
k=n

ck

)∫
Cp

eRe〈λ,z〉−vn(λ)(1 + |λ|)−2p−1 dν(λ)

≤ Cp exp

(
n+2p∑
k=n

ck

)
eun(z),
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где Cp =
∫

Cp

(1 + |λ|)−2p−1 dν(λ). Лемма 4 доказана.

Докажем теперь, используя установленные факты, что при выполнении
условия (B) операции частного дифференцирования ∂

∂zk
, k = 1, . . . , p, непре-

рывно действуют из H в H.

Лемма 5. Существуют постоянные Nn > 0 такие, что если функция f
голоморфна в D и

‖f‖n = sup
z
|f(z)|e−un(z) < ∞, n = 1, 2, . . . ,

то для всех k = 1, . . . , p∥∥∥∥ ∂f

∂zk

∥∥∥∥
n

≤ Nn‖f‖n+2(p+1), n = 1, 2, . . . .

Доказательство. Для точки z ∈ D обозначим через λz точку достиже-
ния sup

λ
(Re〈λ, z〉 − vn(λ)). Положим r = (12p+b0)c

2(1+|λz|) , где постоянная c та же, что и

в лемме 3. Из формулы Коши для производных следует неравенство∣∣∣∣∂f(z)
∂zk

∣∣∣∣ ≤ 2
r

max
|ζ−z|≤r

|f(ζ)| ≤ 2eun(z)

r
max

|ζ−z|≤r
|f(ζ)|e−un(ζ) max

|ζ−z|≤r
eun(ζ)−un(z).

По лемме 3 имеем∣∣∣∣∂f(z)
∂zk

∣∣∣∣ ≤ 4(1 + |λz|)
(12p + (b0))c

‖f‖ne(3(12p+b0)c)/4eun(z).

Воспользуемся теперь леммой 4:∣∣∣∂f(z)
∂zk

∣∣∣ ≤ e(3(12p+b0)c)/4

(6p + (b0/2))c
‖f‖n(1 + |λz|)MnKn(z).

Применив лемму 1 для локализации интеграла Kn(z), получим∣∣∣∣∂f(z)
∂zk

∣∣∣∣ ≤ CMn‖f‖n(1 + |λz|)
∫

B(λz, 1
2 (1+|λz|))

eRe〈λ,z〉−vn(λ dν(λ))

≤ C1Mn‖f‖n

∫
Cp

eRe〈λ,z〉−vn(λ)(1 + |λ|) dν(λ),

где

C =
e(3(12p+b0)c)/4

(6p + (b0/2))c
M, C1 = C max

{
1 + |λz|
1 + |λ|

: |λ− λz| ≤
1
2
(1 + |λz|)

}
.

Отсюда и из условия (C) на функции vn вытекает, что∣∣∣∣∂f(z)
∂zk

∣∣∣∣ ≤ C1Mn‖f‖necn−1

∫
Cp

eRe〈λ,z〉−vn−1(λ) dν(λ) = M ′
n‖f‖nKn−1(z),

где M ′
n = C1Mnecn−1 .

Снова воспользуемся леммой 4:∣∣∣∣∂f(z)
∂zk

∣∣∣∣ ≤ M ′
n

mn−2(p+1)
eun−2(p+1)(z)‖f‖n.
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Последнее неравенство равносильно тому, что∥∥∥∥ ∂f

∂zk

∥∥∥∥
n

≤ Nn‖f‖n+2(p+1)

с Nn =
M ′

n+2(p+1)

mn
. Лемма 5 доказана.

Доказательство импликации (B) =⇒ (A). Из условия (C) на функции
vn и определения преобразования Лежандра нетрудно вывести, что eum(z)−un(z)

→ 0, когда dist(z, ∂D) → 0, z ∈ D. Учитывая этот факт, а также определение
пространства H и лемму 4, заключаем, что

f(z)
Kn(z)

→ 0,

когда dist(z, ∂D) → 0, z ∈ D, f ∈ H, при каждом фиксированном n = 1, 2, . . . .
Поэтому продолженная нулем на Cp \D функция f(z)

Kn(z) непрерывна.
Рассмотрим производную

∂|k|(f(t)/Kn(t))
∂tk

,

где k = (k1, . . . , k2p) — мультииндекс, t ∈ D, t = (t1, . . . , t2p), z = (t1 − it2, . . . ,

t2p−1 − it2p), ∂tk = ∂tk1
1 . . . ∂t

k2p

2p , |k| = k1 + · · ·+ k2p ≤ 3p.
Достаточно показать, что

∂|k|(f(t)/Kn(t))
∂tk

→ 0, dist(t, ∂D) → 0, t ∈ D.

Имеем

∂|k|(f(t)/Kn(t))
∂tk

=
∂|k|f(t)

∂tk
1

Kn(t)
− f(t)

∂|k|Kn(t)
∂tk

1
K2

n(t)
;

первое слагаемое стремится к нулю при dist(t, ∂D) → 0, t ∈ D, в силу замечаний,
сделанных в начале доказательства.

Оценим второе слагаемое:∣∣∣∣f(t)
∂|k|Kn(t)

∂tk
1

K2
n(t)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖mKm(t)
∫

R2p

(1 + |x|2)(3p)/2e(x,t)−vn(x) dx
1

K2
n(t)

.

Из условия (C) на функции vm(x) следует, что∣∣∣∣f(t)
∂|k|Kn(t)

∂tk
1

K2
n(t)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖m(
√

2)n−m exp

(
n−1∑
j=m

cj

)

×
∫

R2p

(1 + |x|2)−(n−m)/2e(x,t)−vn(x) dx

∫
R2p

(1 + |x|2)(3p)/2e(x,t)−vn(x) dx
1

K2
n(t)

;

положим m = n− 3p− 2, тогда в силу леммы 2 будет∣∣∣∣f(t)
∂|k|Kn(t)

∂tk
1

K2
n(t)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖m(
√

2)3p+2 exp

(
n−1∑
j=m

cj

)
M2C2 1

1 + |xt|2
,
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где xt — точка достижения sup
x

((x, t)− vn(x)),

C = max
{

max
{(

1 + |xt|2

1 + |x|2

) 3p
2 +1

,

(
1 + |x|2

1 + |xt|2

) 3p
2 +1}

: x ∈ B

(
xt,

1
2
(1 + |xt|)

)}
.

Из свойств выпуклых функций следует, что

1
1 + |xt|2

→ 0, dist(t, ∂D) → 0,

значит, тем более

f(t)
∂|k|Kn(t)

∂tk
1

K2
n(t)

→ 0,

когда dist(t, ∂D) → 0, t ∈ D.
Таким образом,

∂|k|(f(t)/Kn(t))
∂tk

→ 0, dist(t, ∂D) → 0, t ∈ D,

при всех k, |k| ≤ 3p, и нужная импликация доказана.
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5. Хёрмандер Л. Анализ линейных дифференциальных операторов с частными производ-

ными. Ч. 2. Дифференциальные операторы с постоянными коэффициентами. М.: Мир,
1986.
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