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КВАЗИТОЖДЕСТВА

КОНГРУЭНЦ–ДИСТРИБУТИВНЫХ

КВАЗИМНОГООБРАЗИЙ АЛГЕБР
А. М. Нуракунов

Аннотация: Найдены необходимые условия конечной аксиоматизируемости кон-
груэнц-дистрибутивных квазимногообразий алгебр. В частности, этим условиям
удовлетворяют локально конечные (нётеровы, артиновы) конгруэнц-дистрибутивные
квазимногообразия алгебр с конечно аксиоматизируемым классом конечно под-
прямо неразложимых алгебр. Доказано, что любое относительное многообразие
конгруэнц-дистрибутивного квазимногообразия алгебр, имеющее конечно аксиома-
тизируемый класс конечно подпрямо неразложимых алгебр, является конечно ба-
зируемым относительно данного квазимногообразия. Библиогр. 9.

Пусть R — произвольное квазимногообразие алгебр, A — алгебра, не обяза-
тельно лежащая в R. Конгруэнцию θ ∈ ConA будем называть R-конгруэнцией,
если A/θ ∈ R. Множество ConRA всех R-конгруэнций алгебры A образу-
ет алгебраическую решетку относительно включения. Квазимногообразие ал-
гебр R называется конгруэнц-дистрибутивным, если для любой алгебры A
решетка R-конгруэнций дистрибутивна. В случае, когда R — многообразие,
это определение совпадает с определением конгруэнц-дистрибутивного много-
образия. Алгебра A из квазимногообразия R называется конечно подпрямо
R-неразложимой, если для любого представления A в виде конечного подпря-
мого произведения

∏
{Ai ∈ R : i < n} одно из проектирований πi : A → Ai

является изоморфизмом. Отметим, что если R конгруэнц-дистрибутивно, то
любая конечно подпрямо R-неразложимая алгебра является (абсолютно) ко-
нечно подпрямо неразложимой (см. [1, 2]).

Известно [3], что конгруэнц-дистрибутивное многообразие алгебр конечной
сигнатуры с конечно аксиоматизируемым классом конечно подпрямо неразло-
жимых алгебр имеет конечный базис тождеств. В серии работ (см. [1, 4, 5])
спрашивалось, всякое ли конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие алгебр
R с конечно аксиоматизируемым классом конечно подпрямо R-неразложимых
алгебр имеет конечный базис квазитождеств? Положительное решение этого
вопроса известно в двух частных случаях: для конечно порожденных квази-
многообразий [1] и для квазимногообразий с эквационально определимыми пе-
ресечениями главных конгруэнций [5].

Будем говорить, что решетка L имеет не более чем счетную ширину, если
любая антицепь в L не более чем счетна. Решетка L удовлетворяет условию ми-
нимальности, если любая цепь в L имеет наименьший элемент. Двойственным
образом определяются решетки с условием максимальности. Будем говорить,
что класс алгебр R конечно аксиоматизируем относительно класса K, если
существует такое конечное множество предложений Ψ, что R = K∩Mod(Ψ). В
настоящей работе доказываются следующие две теоремы.
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Теорема 1. Пусть R — конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие ал-
гебр конечной сигнатуры, для которого класс конечно подпрямо R-неразложи-
мых алгебр конечно аксиоматизируем. Тогда существует такое конечное число
n (зависящее от R), что если решетка конгруэнций R-свободной алгебры ранга
n имеет не более чем счетную ширину либо удовлетворяет условию минималь-
ности или условию максимальности, то R имеет конечный базис квазитождеств.

Теорема 2. Пусть K — конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие ал-
гебр конечной сигнатуры, R = K∩V, где V — некоторое многообразие алгебр,
и класс конечно подпрямо R-неразложимых алгебр конечно аксиоматизируем.
Тогда R конечно аксиоматизируем относительно K.

Как следствие мы получаем положительный ответ на упомянутый выше
вопрос для локально конечных квазимногообразий алгебр.

Терминология соответствует [2, 6].

§1. Определения и основные свойства

Далее считаем, что все алгебры имеют данную конечную сигнатуру Λ.
Пусть R — произвольное квазимногообразие алгебр и A — алгебра, не обя-

зательно принадлежащая R. Для любого множества H ⊆ A×A через θR(H)
обозначим наименьшую R-конгруэнцию на A, содержащую множествоH. Нуле-
вую конгруэнцию {(a, a) : a ∈ A} обозначаем через ∆A или ∆, если не возникает
недоразумений.

Лемма 1 [1, 6]. Для любых алгебры A и непустого множества H ⊆ A×A
пара (a, b) принадлежит θR(H) тогда и только тогда, когда (a, b) ∈ H либо
найдется такое квазитождество

∀x1 . . . xn

(
&
i<m

pi(x1, . . . , xn) ≈ qi(x1, . . . , xn) → p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . , xn)
)
,

истинное в R, что

(pi(a1, . . . , an), qi(a1, . . . , an)) ∈ H, i < m, (p(a1, . . . , an), q(a1, . . . , an)) = (a, b)

для некоторых элементов a1, . . . , an ∈ A.
В случае, когда R является многообразием, индекс R в записи θR(H) будем

опускать.

Следствие 1. Пусть R — конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие
алгебр, A ∈ R и θ ∈ ConRA. Тогда для любого подмножества S в ConRA

θ ∩
R∨
{ρ : ρ ∈ S} =

R∨
{θ ∩ ρ : ρ ∈ S},

где знак
R∨

обозначает сумму в решетке ConRA.

Доказательство. Действительно, пусть a, b ∈ A и (a, b) ∈ θ, (a, b) ∈
R∨
{ρ :

ρ ∈ S}. Тогда по лемме 1 найдется такое квазитождество

∀x1 . . . xn

(
&
i<m

pi(x1, . . . , xn) ≈ qi(x1, . . . , xn) → p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . , xn)
)
,

истинное в R, что для некоторых a1, . . . , an ∈ A

(pi(a1, . . . , an), qi(a1, . . . , an)) ∈ ∪{ρ : ρ ∈ S}, i < m,
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и (p(a1, . . . , an), q(a1, . . . , an)) = (a, b). Следовательно,

(pi(a1, . . . , an), qi(a1, . . . , an)) ∈ ∪{ρ : ρ ∈ S0}

для некоторого конечного множества S0 ⊆ S. В силу дистрибутивности ConRA

и леммы 1 получаем, что (a, b) ∈
R∨
{θ ∩ ρ : ρ ∈ S0}, т. е. (a, b) ∈

R∨
{θ ∩ ρ : ρ ∈ S}.

�
Будем говорить, что квазимногообразие R имеет определимые пересечения

главных R-конгруэнций (коротко, ОПГК), если существует такое конечное мно-
жество пар термов

M(x, y, u, v, w1, . . . , wl)

= {(σi(x, y, u, v, w1, . . . , wl), τi(x, y, u, v, w1, . . . , wl)) : i < k},

что для любых A ∈ R и a, b, c, d ∈ A имеет место

θR(a, b) ∩ θR(c, d) = ∆A

⇐⇒ A |= ∀w1 . . . wl&
i<k

σi(a, b, c, d, w1, . . . , wl) ≈ τi(a, b, c, d, w1, . . . , wl).

В этом случае говорим, что формула

∀w1 . . . wl ϕ(x, y, u, v, w1, . . . , wl)

= ∀w1 . . . wl&
i<k

σi(x, y, u, v, w1, . . . , wl) ≈ τi(x, y, u, v, w1, . . . , wl)

определяет пересечения главных R-конгруэнций. Далее кортеж w1, . . . , wl бу-
дем обозначать символом w. Аналогичные обозначения используются и в дру-
гих случаях.

Через RFSI обозначим класс всех конечно подпрямо неразложимых алгебр
из R.

Лемма 2 [1, 5]. Для квазимногообразия алгебр R следующие условия рав-
носильны:

a) для любых A ∈ R и a, b, c, d ∈ A имеет место

θR(a, b) ∩ θR(c, d) = ∆A ⇐⇒ A |= ∀wϕ(a, b, c, d,w);

b) для любых A ∈ R и a, b, c, d ∈ A имеет место

θR(a, b) ∩ θR(c, d) =
R∨
{θR(M(a, b, c, d, e)) : e ∈ Al},

где M(a, b, c, d, e) = {(σi(a, b, c, d, e), τi(a, b, c, d, e)) : i < k};
c) RFSI |= ∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v).

Лемма 3 [1, 5]. Квазимногообразие алгебр R имеет ОПГК тогда и только
тогда, когда R конгруэнц-дистрибутивно и класс RFSI аксиоматизируем.

Пусть R — квазимногообразие алгебр и формула ∀wϕ(x, y, u, v,w) опреде-
ляет пересечения главных R-конгруэнций. Так как формула

∀wϕ(x, y, u, v,w)&∀wϕ(y, x, u, v,w)&∀wϕ(u, v, x, y,w)

также определяет пересечения главных R-конгруэнций, будем считать, что

ϕ(x, y, u, v,w) = ϕ(y, x, u, v,w) = ϕ(u, v, x, y,w). (1)
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Очевидно, что в R истинны следующие предложения:

ϕ0 = ∀xuvwϕ(x, x, u, v,w); ϕ1 = ∀xy(∀wϕ(x, y, x, y,w) → x ≈ y).

Пусть ϕ(ϕ(x, y, u, v,w0), s, t,w1) обозначает формулу

&
i<k

ϕ(σi(x, y, u, v,w0), τi(x, y, u, v,w0), s, t,w1).

Аналогично ϕ(x, y, ϕ(u, v, s, t,w0),w1) служит сокращением для формулы

&
i<k

ϕ(x, y, σi(u, v, s, t,w0), τi(u, v, s, t,w0),w1).

Покажем, что в R истинно также предложение

ϕ2 = ∀xyuvst[∀w0w1 ϕ
(
ϕ(x, y, u, v,w0), s, t,w1)

↔ ∀w0w1 ϕ(x, y, ϕ(u, v, s, t,w0),w1)].

Действительно, пусть A ∈ R и для некоторых a, b, c, d, g, h ∈ A имеет место

A |= ∀w0w1 ϕ(ϕ(a, b, c, d,w0), g, h,w1).

Значит,
θR

(
σi(a, b, c, d, e), τi(a, b, c, d, e)

)
∩ θR(g, h) = ∆

для всех i < k и e ∈ Al. В силу конгруэнц-дистрибутивности R и следствия 1
получаем

θR(g, h) ∩
R∨
{θR(M(a, b, c, d, e)) : e ∈ Al} = ∆.

Согласно лемме 2
R∨
{θR(M(a, b, c, d, e)) : e ∈ Al} = θR(a, b) ∩ θR(c, d).

Отсюда

θR(g, h) ∩
R∨
{θR(M(a, b, c, d, e)) : e ∈ Al} = θR(a, b) ∩ θR(c, d) ∩ θR(g, h) = ∆.

Таким образом, A |= ∀w0w1 ϕ
(
ϕ(a, b, c, d,w0), g, h,w1

)
равносильно тому, что

θR(a, b) ∩ θR(c, d) ∩ θR(g, h) = ∆. (∗)

Аналогично получаем, что A |= ∀w0w1 ϕ
(
a, b, ϕ(c, d, g, h,w0),w1

)
также равно-

сильно (∗). Следовательно, в R истинно ϕ2.

§ 2. Классы Mod(˘(˚))

Пусть R — квазимногообразие, формула ∀wϕ(x, y, u, v,w) определяет пе-
ресечения главных R-конгруэнций и ψ — предложение вида

∀x
(
∀y&

i<m

pi(x,y) ≈ qi(x,y) → ∀z&
i<n

si(x, z) ≈ ti(x, z)
)
. (2)

Через Φ(ψ) обозначим предложение вида

∀uvx
[
∀yw&

i<m

ϕ(pi(x,y), qi(x,y), u, v,w) → ∀zw&
i<n

ϕ
(
si(x, z), ti(x, z), u, v,w)

]
.



Квазитождества конгруэнц-дистрибутивных квазимногообразий 127

Лемма 4. Пусть κ — квазитождество и R |= κ. Тогда R |= Φ(κ). В
частности, в R истинны следующие предложения:

ϕ3 = ∀xyzuv[∀w(ϕ(x, y, u, v,w)&ϕ(y, z, u, v,w)) → ∀wϕ(x, z, u, v,w)]

и для всякой n-арной основной операции f

ϕf = ∀xyuv
n

&
i=1

[
∀wϕ(xi, y, u, v,w) → ∀wϕ(f(x), f

(
xi

y

)
, u, v,w)

]
,

где x = x1, . . . , xn, а xi
y получается из x заменой xi на y.

Доказательство. Пусть κ имеет вид

∀x
(
&
i<m

pi(x) ≈ qi(x) → p(x) ≈ q(x)
)
,

где x = x1, . . . , xr. Предположим, что A ∈ R и для некоторых a, b ∈ A, e ∈ Ar

выполняется
A |= ∀w&

i<m

ϕ(pi(e), qi(e), a, b,w).

Значит, θR(a, b) ∩ θR(pi(e), qi(e)) = ∆ для всех i < m. В силу конгруэнц-
дистрибутивности R (лемма 3) получаем

θR(a, b) ∩
R∨

i<m

θR
(
pi(e), qi(e)

)
= ∆.

Поскольку A |= κ, имеем

R∨
i<m

θR(pi(e), qi(e)) ⊇ θR(p(e), q(e)),

так что θR(a, b) ∩ θR
(
p(e), q(e)

)
= ∆. Следовательно,

A |= ∀wϕ
(
p(e), q(e), a, b,w

)
. �

Как обычно, для множеств предложений Σ0 и Σ1 пишем Σ0 |= Σ1, если
Mod(Σ0) ⊇ Mod(Σ1).

Лемма 5. Для любого квазитождества κ выполняется ϕ0, ϕ1,Φ(κ) |= κ.
Доказательство. Пусть κ имеет вид

∀x
(
&
i<m

pi(x) ≈ qi(x) → p(x) ≈ q(x)
)
.

Предположим, что A |= ϕ0, ϕ1,Φ(κ) и для некоторого e ∈ Ar имеем pi(e) = qi(e),
i < m. Тогда в силу ϕ0 получаем

A |= ∀w&
i<m

ϕ
(
pi(e), qi(e), p(e), q(e),w

)
.

Отсюда согласно формуле Φ(κ)

A |= ∀wϕ(p(e), q(e), p(e), q(e),w),

и по формуле ϕ1 выводим p(e) = q(e). �
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Лемма 6. Для любого предложения ψ вида (2) выполняется ϕ2,Φ(ψ) |=
Φ(Φ(ψ)).

Доказательство. Заметим, что формула Φ(Φ(ψ)) эквивалентна следую-
щей:

∀xu0v0u1v1

[
∀yw0w1&

i<m

ϕ(ϕ(pi(x,y), qi(x,y), u0, v0,w0), u1, v1,w1)

→ ∀zw0w1&
i<n

ϕ(ϕ(si(x, z), ti(x, z), u0, v0,w0), u1, v1,w1)
]
.

Пусть A |= ϕ2,Φ(ψ) и для некоторых a, b, c, d ∈ A, e ∈ Ar имеет место

A |= ∀yw0w1&
i<m

ϕ(ϕ(pi(e,y), qi(e,y), a, b,w0), c, d,w1).

Тогда по формуле ϕ2

A |= ∀yw0w1&
i<m

ϕ(pi(e,y), qi(e,y), ϕ(a, b, c, d,w0),w1).

В силу формулы Φ(ψ) отсюда следует, что

A |= ∀zw0w1&
i<n

ϕ(si(e, z), ti(e, z), ϕ(a, b, c, d,w0),w1).

Применяя снова ϕ2, получаем

A |= ∀zw0w1&
i<n

ϕ(ϕ(si(e, z), ti(e, z), a, b,w0), c, d,w1).

Таким образом, A |= Φ(Φ(ψ)). �

Лемма 7. Пусть A — произвольная алгебра, X — непустое подмножество
A×A и θ — такая конгруэнция на A, что A/θ |= ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕf (f ∈ Λ),Φ(ψ),
где ψ — предложение вида (2). Тогда множество

Φθ(X) = {(a, b) ∈ A×A : A/θ |= ∀wϕ(a/θ, b/θ, c/θ, d/θ,w) для всех (c, d) ∈ X}

является конгруэнцией на A, причем X ∩ Φθ(X) ⊆ θ и A/Φθ(X) |= ψ,Φ(ψ).
Доказательство. Для краткости обозначим χ = Φθ(X). Ввиду соглаше-

ния (1) отношение χ симметрично, а из истинности на A/θ предложений ϕ0 и
ϕ3 следует, что отношение χ также рефлексивно и транзитивно. Далее, в си-
лу транзитивности χ и истинности на A/θ предложений ϕf , f ∈ Λ, получаем,
что χ замкнуто относительно основных операций алгебры A. Таким образом,
χ ∈ ConA.

Допустим (a, b) ∈ X ∩ χ. Тогда A/θ |= ∀wϕ(a/θ, b/θ, a/θ, b/θ,w) и по фор-
муле ϕ1 получаем a/θ = b/θ.

Далее, предположим, что для некоторого e ∈ Ar имеет место

A/χ |= ∀y&
i<m

pi(e/χ,y) ≈ qi(e/χ,y),

где e/χ = e1/χ, . . . , er/χ. Тогда
(
pi(e, e′), qi(e, e′)

)
∈ χ для всех i < m и e ∈ Ar′

(где r′ — длина y). Это означает, что

A/θ |= ∀yw&
i<n

ϕ(pi(e,y)/θ, qi(e,y)/θ, c/θ, d/θ,w)



Квазитождества конгруэнц-дистрибутивных квазимногообразий 129

для всех (c, d) ∈ X. Последнее, в свою очередь, означает, что (si(e, e′′), ti(e, e′′)
∈ χ, для всех i < n и e′′ ∈ Ar′′ (где r′′ — длина z). Получили, что

A/χ |= ∀z&
i<n

si(e/χ, z) ≈ ti(e/χ, z).

Таким образом, A/χ |= ψ.
Наконец, так как A/θ |= ϕ2,Φ(ψ), согласно лемме 6 A/θ |= Φ(Φ(ψ)). По-

скольку Φ(ψ) имеет вид, аналогичный (2), по доказанному A/χ |= Φ(ψ). �
В случае, когда θ = ∆, индекс θ в записи Φθ(X) будем опускать и при

X = (a, b) записываем Φ(X) в виде Φ(a, b).
Пусть Σ — множество квазитождеств и Q = Mod(Σ). Положим

Φ(Σ) = {ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3} ∪ {ϕf : f ∈ Λ
}
∪ {Φ(ϕ1)} ∪ {Φ(κ) : κ ∈ Σ}

и K = Mod(Φ(Σ)). Через ConKA обозначим множество K-конгруэнций, т. е.
таких конгруэнций θ алгебры A, что A/θ ∈ K. Так как единичная алгебра
лежит в K, множество ConKA непусто. Нетрудно проверить, что класс K
замкнут относительно подпрямых произведений. Следовательно, множество
ConKA замкнуто относительно произвольных пересечений (и образует полную
решетку относительно включения). Для любой пары (a, b) ∈ A×A через θK(a, b)
обозначим наименьшую K-конгруэнцию на A, содержащую (a, b). Отметим, что
решетка ConKA в общем случае не является алгебраической.

Алгебра A ∈ K называется конечно подпрямо K-неразложимой, если для
любого представления алгебры A в виде конечного подпрямого произведения∏
{Ai ∈ K : i < n} одно из проектирований πi является изоморфизмом, т. е.

если нуль решетки ConKA неразложим. Класс всех конечно подпрямо K-нераз-
ложимых алгебр будем обозначать через KFSI .

Решетка L называется решеткой с относительными псевдодополнениями,
если для любых a, b ∈ L множество {c ∈ L : a∧c 6 b} имеет наибольший элемент
(называемый псевдодополнением a относительно b). Нетрудно проверить, что
всякая решетка с относительными псевдодополнениями дистрибутивна.

Следствие 2. Пусть Σ — произвольное множество квазитождеств и K =
Mod(Φ(Σ)). Тогда

(a) для любых A ∈ K и a, b, c, d ∈ A имеет место

θK(a, b) ∩ θK(c, d) = ∆ ⇐⇒ θ(a, b) ∩ θ(c, d) = ∆ ⇐⇒ A |= ∀wϕ(a, b, c, d,w).

В частности, всякая конечно подпрямо K-неразложимая алгебра является ко-
нечно подпрямо неразложимой.

(b) KFSI |= ∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v).
(c) Для любой алгебры A решетка ConKA является полной дистрибутивной

решеткой с относительными псевдодополнениями.
Доказательство. (a) Пусть θ(a, b)∩θ(c, d) = ∆. Тогда пара гомоморфиз-

мов f0 : a 7→ a/θ(a, b), a ∈ A, и f1 : a 7→ a/θ(c, d), a ∈ A, индуцирует подпрямое
вложение A в A/θ(a, b)×A/θ(c, d). Из истинности тождества ϕ0 на A следует, что
fi(A) |= ∀wϕ(fi(a), fi(b), fi(c), fi(d),w), i = 0, 1. Поэтому A |= ∀wϕ(a, b, c, d,w).

Обратно, пусть A |= ∀wϕ(a, b, c, d,w). Тогда (a, b) ∈ Φ(c, d) и в силу лем-
мы 7 θK(a, b) ⊆ Φ(c, d). Отсюда получаем, что (c, d) ∈ Φ(θK(a, b)) и ввиду той же
леммы θK(c, d) ⊆ Φ(θK(a, b)), причем Φ(θK(a, b))∩θK(a, b) = ∆. Следовательно,
θK(c, d) ∩ θK(a, b) = ∆ = θ(a, b) ∩ θ(c, d).

(b) непосредственно следует из п. (a).
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(c) Пусть α, β, γ ∈ ConKA такие, что α ∩ γ ⊆ β. Положим θ = α ∩ γ.
Тогда α/θ = {(a/θ, b/θ) : (a, b) ∈ α} и γ/θ = {(c/θ, d/θ) : (c, d) ∈ γ} являются
K-конгруэнциями на A/θ, причем α/θ ∩ γ/θ = ∆A/θ. Согласно (a) получаем,
что A/θ |= ∀wϕ(a/θ, b/θ, c/θ, d/θ,w) для всех (a, b) ∈ α и (c, d) ∈ γ; и посколь-
ку θ ⊆ β, то A/β |= ∀wϕ(a/β, b/β, c/β, d/β,w). Таким образом, γ ⊆ Φβ(α).
Следовательно, ввиду леммы 7 Φβ(α) — псевдодополнение α относительно β.
�

Лемма 8. Пусть Σ — любое множество квазитождеств, K = Mod(Φ(Σ)) и
A ∈ K. Если ConA имеет не более чем счетную ширину либо удовлетворяет
условию минимальности или максимальности, то алгебра A представима в виде
подпрямого произведения конечно подпрямо K-неразложимых алгебр.

Доказательство. Достаточно показать, что для любых различных a, b ∈
A существует неразложимая K-конгруэнция θ, для которой (a, b) /∈ θ. Пред-
положим противное. Тогда существует такая пара (a, b) ∈ A×A, что любая
K-конгруэнция, не содержащая (a, b), разложима в ConKA.

Пусть I обозначает множество всех конечных слов в алфавите {0, 1}, пу-
стое слово обозначаем через ∅. Для ε, ε′ ∈ I пишем ε 6 ε′, если ε′ = εδ для
некоторого δ ∈ I. Таким образом, на множестве I получаем структуру 2-дерева.
Будем строить по индукции два семейства {θε : ε ∈ I} и {ηε : ε ∈ I} в ConKA
следующим образом.

1. Полагаем θ∅ = θK(a∅, b∅), где a∅ = a и b∅ = b.
2. Пусть для ε ∈ I построена θε = θK(aε, bε), причем ∆ 6= θε ⊆ θ∅. Полагаем

ηε = Φ(θε), тогда ηε 63 (aε, bε). Следовательно, ηε 63 (a, b), и найдутся такие
η̄ε0, η̄ε1 ∈ ConKA, что η̄ε0 ∩ η̄ε1 = ηε и η̄εi 6= ηε, i = 0, 1. Поскольку ηε —
наибольшая K-конгруэнция со свойством ηε ∩ θε = ∆, найдутся (aεi, bεi) ∈

(
θε ∩

η̄εi

)
\ ∆, i = 0, 1. Полагаем θεi = θK(aεi, bεi), i = 0, 1. Заметим, что θε0, θε1 ⊆

θε ⊆ θ∅ и θε0 ∩ θε1 ⊆ θε ∩ η̄ε0 ∩ η̄ε1 = θε ∩ ηε = ∆.
Из построения следует, что для любых ε < ε′ ∈ I выполняется θε ⊃ θε′ и

ηε ⊂ ηε′ . Кроме того, если ε, δ ∈ I несравнимы, то θε ∩ θδ = ∆. Так как ηε —
псевдодополнение θε, получаем, что для всех ε, δ ∈ I

ηε 3 (aδ, bδ) ⇐⇒ ε и δ несравнимы. (3)

Пусть B — ветвь (максимальная цепь) в I, положим ηB =
⋃

ε∈B

ηε. В силу

(3) получаем, что для различных ветвей B и C в I конгруэнции ηB и ηC несрав-
нимы. Таким образом, {ηB : B — цепь в I} — континуальная антицепь в ConA.
Очевидно также, что ConA не удовлетворяет ни условию минимальности, ни
условию максимальности. �

§ 3. Доказательства теорем 1 и 2

Через V(R) обозначим наименьшее многообразие, содержащее R.

Лемма 9 [4, 5]. Пусть R — конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие
алгебр, конечно аксиоматизируемое относительно V(R), и класс конечно под-
прямо неразложимых алгебр из R конечно аксиоматизируем. Тогда R имеет
конечный базис квазитождеств.

Пусть n(ψ) — число переменных, входящих в запись формулы ψ. Для
множества формул Ψ положим n(Ψ) = max{n(ψ) : ψ ∈ Ψ}, если такое число
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существует, и n(Ψ) = ∞ в противном случае. Пусть также n(Λ) обозначает
наибольшую из арностей функциональных символов сигнатуры Λ.

Доказательство теоремы 1. Пусть R = Mod(Id∪Σ), где Id — множе-
ство тождеств, а Σ — множество квазитождеств, не являющихся тождествами.
Так как класс RFSI аксиоматизируем, то согласно леммам 2 и 3 существует фор-
мула ∀wϕ(x, y, u, v,w), определяющая пересечения главных R-конгруэнций, и

RFSI = Mod(Id∪Σ ∪ {∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v
)
}).

Отсюда в силу конечной аксиоматизируемости RFSI найдется такое конечное
множество Σ0, лежащее в Σ, что

RFSI = Mod(Id∪Σ0 ∪ {∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v)}).

Положим K = Mod(Id∪Φ(Σ0)). Согласно лемме 4 получаем R ⊆ K.
Пусть ϕ(x, y, u, v,w) имеет вид

&
i<k

σi(x, y, u, v,w) ≈ τi(x, y, u, v,w).

Тогда
M(x, y, u, v,w) = {(σi(x, y, u, v,w), τi(x, y, u, v,w)) : i < k}.

Рассмотрим произвольное квазитождество ψ ∈ Σ0. Тогда Φ(ψ) имеет вид

∀uvx
[
∀w&

i<m

ϕ(pi(x), qi(x), u, v,w) → ∀wϕ
(
p(x), q(x), u, v,w)

]
.

Пусть F — свободная алгебра ранга n(Φ(ψ)) со свободными порождающими
u, v,x,w. Так как Φ(ψ) истинно в R, то

θR(∪{M(pi(x), qi(x), u, v, t) : i < m, t ∈ F l}) ⊇ θR(M(p(x), q(x), u, v,w)).

Следовательно, по лемме 1 найдется такое конечное множество T ⊆ F l, что в
R истинно квазитождество

ψ′ = ∀uvxw
[
&
t∈T
&
i<m

ϕ(pi(x), qi(x), u, v, t) → ϕ(p(x), q(x), u, v,w)
]
.

Очевидно, что n(ψ′) = n(Φ(ψ)) и ψ′ |= ψ. Таким же образом соответствующие
квазитождества находятся и для остальных предложений из Φ(Σ0) — ϕ0, . . . , ϕ3,
Φ(ϕ1) и ϕf , f ∈ Λ. Пусть Σ1 — множество квазитождеств, построенных таким
способом из всех предложений множества Φ(Σ0). Тогда Σ1 — конечное множе-
ство и Mod(Id∪Σ1) ⊆ K.

Определим n равным n
(
Φ(Σ1)

)
и допустим, что решетка конгруэнций R-

свободной алгебры ранга n удовлетворяет одному из необходимых условий. По-
кажем, что Mod(Id∪Σ1) = Mod(Id∪Φ(Σ1)). Согласно лемме 5 Mod(Id∪Σ1) ⊇
Mod(Id∪Φ(Σ1)). Пусть A ∈ Mod(Id∪Σ1) \ Mod(Id∪Φ(Σ1)). Тогда найдется
такое предложение ψ из Φ(Σ1) вида

∀uvx
[
∀w&

i<m

ϕ(pi(x), qi(x), u, v,w) → ∀wϕ(p(x), q(x), u, v,w)
]
,

что A |= ¬ψ, т. е. для некоторых a, b, c, d из A имеет место

A |= ∀w&
i<m

ϕ(pi(a), qi(a), b, c,w)&¬ϕ(p(a), q(a), b, c,d).
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Так как Mod(Id∪Σ1) — квазимногообразие, можно считать, что A порождается
элементами a, b, c, d. Тогда число порождающих алгебры A не превосходит n.
По предположению решетка ConA удовлетворяет условиям леммы 8. Посколь-
ку A ∈ K, то A представима в виде подпрямого произведения алгебр из KFSI .
Согласно лемме 5 и следствию 2

KFSI |= Id∪Σ0 ∪ {∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v)}.

Следовательно, KFSI ⊆ RFSI и A ∈ R. Но по лемме 4 R ⊆ Mod(Φ(Σ1)),
т. е. A ∈ Mod(Φ(Σ1)); противоречие. Значит, Mod(Id∪Σ1) = Mod(Id∪Φ(Σ1)).
По доказанному Mod(Id∪Φ(Σ1))FSI ⊆ KFSI ⊆ RFSI . Следовательно, R =
Mod(Id∪Φ(Σ1)) = Mod(Id∪Σ1). Так как Σ1 конечно, то R конечно аксиома-
тизируемо относительно V(R). Применяя лемму 9, получаем, что R имеет
конечный базис квазитождеств. �

Пусть K — класс алгебр и R — квазимногообразие, содержащееся в K.
Под рангом R относительно K будем понимать число, равное min{n(Σ) : Σ —
базис квазитождеств R относительно K}, если такое число существует, и ∞ в
противном случае. Из доказательства теоремы 1 следует

Теорема 1′. Пусть R — квазимногообразие алгебр, формула ∀wϕ(x, y, u,
v,w) определяет пересечения главных R-конгруэнций и

RFSI = V(R) ∩Mod(Σ ∪ {∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v)}),

где Σ — конечное множество квазитождеств. Если решетка конгруэнций R-
свободной алгебры ранга n = max{n(Σ),n(Λ)+1} + n(ϕ(x, y, u, v,w)) − 2 имеет
не более чем счетную ширину либо удовлетворяет условию минимальности или
максимальности, то ранг R относительно V(R) не превосходит n.

Доказательство теоремы 2. Для доказательства теоремы используем
метод, предложенный в [7]. Предположим, что R не конечно аксиоматизируем
относительно K. Тогда найдутся такие алгебры Ai ∈ K \ R, i ∈ I, и ультра-
фильтр D над I, что

∏
i∈I

Ai/D ∈ R. Так как Ai ∈ K, то

Ai 6
∏
{Bij ∈ KFSI : j ∈ Ji}, i ∈ I,

причем в силу конгруэнц-дистрибутивности квазимногообразия K все алгебры
Bij абсолютно конечно подпрямо неразложимы. Поскольку все Ai не принад-
лежат R, то для каждого i ∈ I найдется такое ki ∈ Ji, что Biki /∈ R. Из
того, что R замкнуто в K относительно гомоморфных образов, следует, что∏
i∈I

Biki
/D ∈ R. Как и в доказательстве теоремы 1, воспользовавшись конечной

аксиоматизируемостью RFSI и леммами 2 и 3, получим

RFSI = Mod(Σ′ ∪ {∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v)}),

где Σ′ — некоторое конечное множество квазитождеств. Положим

K′ = Mod(Φ(Σ′)).

Согласно лемме 4 R ⊆ K′. Следовательно,
∏
i∈I

Biki
/D ∈ K′. Поскольку класс

K′ конечно аксиоматизируем, найдется i ∈ I, для которого Biki ∈ K′. Так как
алгебра Biki

конечно подпрямо неразложима, имеем Biki
∈ K′

FSI . Но согласно
следствию 2 K′

FSI ⊆ RFSI , откуда Biki
∈ R; противоречие. �
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§ 4. Следствия

Пусть R — квазимногообразие, порожденное конечным числом конечных
алгебр A1, . . . , An. Тогда RFSI ⊆ S(A1, . . . , An), где S — оператор взятия подал-
гебр. Так как все Ai конечны, то RFSI состоит из конечного числа конечных
алгебр, следовательно, конечно аксиоматизируем. Ясно, что R локально конеч-
но, поэтому всякая конечно порожденная алгебра из R имеет конечную решетку
конгруэнций. Таким образом, из теоремы 1 получаем

Следствие 3 [5]. Любое конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие,
порожденное конечным числом конечных алгебр, имеет конечный базис ква-
зитождеств.

Следствие 4. Пусть R — конгруэнц-дистрибутивное квазимногообразие,
порожденное конечными алгебрами A1, . . . , An, и m = max

{
|A1|, . . . , |An|

}
> 3.

Тогда ранг R относительно V(R) не превосходит max{m,n(Λ)+1}+m− 2.
Доказательство. Так как RFSI ⊆ S(A1, . . . , An), мощность алгебр из

RFSI не превосходит m. Пусть FR(m) — R-свободная алгебра ранга m, а
x, y, u, v,w — свободные порождающие алгебры FR(m). Положим

M(x, y, u, v,w) = θR(x, y) ∩ θR(u, v),

ϕ(x, y, u, v,w) =&{τ(x, y, u, v,w) ≈ σ(x, y, u, v,w) : (τ, σ) ∈M(x, y, u, v,w)}.
Нетрудно проверить, что для любой алгебры A ∈ R, порожденной не более чем
m элементами, и любых a, b, c, d ∈ A выполняется

θR(a, b) ∩ θR(c, d) =
R∨
{θR(M(a, b, c, d, e)) : e ∈ Am−4}.

Отсюда следует, что

RFSI |= ∀xyuv(wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v),

и по лемме 2 получаем, что формула ∀wϕ(x, y, u, v,w) определяет пересечения
главных R-конгруэнций. Так как квазимногообразие R конгруэнц-дистрибу-
тивно, существуют такие конечные множества T0 и T1 пар термов от трех пере-
менных, что в R истинны следующие квазитождества (см. [2, 4]):

∀xz p(x, x, z) ≈ q(x, x, z), (p, q) ∈ T0;

∀xz p(x, z, z) ≈ q(x, z, z), (p, q) ∈ T1;

∀xy p(x, y, x) ≈ q(x, y, x), (p, q) ∈ T0 ∪ T1;

&{p(x, y, z) ≈ q(x, y, z) : (p, q) ∈ T0 ∪ T1} → x ≈ z.

Пусть Q — квазимногообразие, определенное в V(R) множеством этих квази-
тождеств. Тогда согласно [2] (предложение 1) для любых алгебры A ∈ Q и
конгруэнций θ ∈ ConQA и θi ∈ ConA, i < s, если имеет место разложение
∆A =

⋂
i<s

θi, то θ =
⋂
i<s

(θ ∨ θi), где знак ∨ обозначает сумму в решетке ConA.

Отсюда следует, что всякая (абсолютно) подпрямо неразложимая алгебра из Q
является гомоморфным образом некоторой алгебры из RFSI . Пусть B — под-
прямо неразложимая алгебра из Q \ R. Тогда можно построить такое квази-
тождество ψ, содержащее не более чем m переменных, что RFSI |= ψ, а B |= ¬ψ
(см. [8]). Пусть Σ — множество таких квазитождеств. Тогда

RFSI = Q ∩Mod(Σ ∪ {∀xyuv(∀wϕ(x, y, u, v,w) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v)}).
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Так как ранг Q относительно V(R) меньше четырех, по теореме 1′ получаем,
что ранг R относительно V(R) не превосходит

max{n(Σ),n(Λ)+1}+ n(ϕ(x, y, u, v,w))− 2 6 max{m,n(Λ)+1}+m− 2. �

Отметим, что ограничение ранга таких квазимногообразий впервые было
найдено в [9].

Будем говорить, что квазимногообразие алгебр R имеет эквационально
определимые пересечения главных R-конгруэнций, если существует такая фор-
мула

ϕ(x, y, u, v) =&
i<k

τi(x, y, u, v) ≈ σi(x, y, u, v),

что для любых A ∈ R и a, b, c, d ∈ A имеет место

θR(a, b) ∩ θR(c, d) = ∆A ⇐⇒ A |= ϕ(a, b, c, d).

Следствие 5 [4]. Пусть квазимногообразие алгебр R имеет эквационально
определимые пересечения главных R-конгруэнций и класс конечно подпрямо
неразложимых алгебр из R конечно аксиоматизируем. Тогда R имеет конечный
базис квазитождеств.

Доказательство. Действительно, в этом случае для любого квазитожде-
ства ψ предложение Φ(ψ) является также квазитождеством. Пусть

RFSI = Mod(Σ ∪ {∀xyuv(ϕ(x, y, u, v) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v)}),

где Σ — конечное множество квазитождеств. Тогда Q = Mod(Φ(Σ)) — конечно
базируемое квазимногообразие и по лемме 4 R ⊆ Q. С другой стороны, согласно
лемме 5 и следствию 2 Q |= Σ и

QFSI |= ∀xyuv
(
ϕ(x, y, u, v) ↔ x ≈ y ∨ u ≈ v

)
.

Следовательно, RFSI = QFSI , т. е. R = Q. �

Следствие 6 [7]. Пусть R — дистрибутивное многообразие алгебр и класс
конечно подпрямо неразложимых алгебр из R конечно аксиоматизируем. Тогда
R имеет конечный базис тождеств.

Доказательство непосредственно следует из теоремы 2, так как в силу
леммы Йонссона [7] любое дистрибутивное многообразие содержится в конечно
базируемом дистрибутивном многообразии.

Замечание. Отметим, что теорема 1 анонсирована на конференции «Уни-
версальная алгебра и теория решеток» (Дармштадт, Германия, июнь 1995 г.),
а теорема 1′ доложена на семинаре по универсальной алгебре в Дармштадском
техническом университете в сентябре 1995 г.

Автор выражает искреннюю признательность В. А. Горбунову, К. Херр-
манну, и М. С. Шеремету за обсуждение полученных результатов и полезные
замечания.
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