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СВОЙСТВО МАЛОГО ИНДЕКСА ДЛЯ АЛГЕБР

И. В. Чирков

Аннотация: Устанавливается свойство малого индекса для свободных алгебр Ли
бесконечного счетного ранга над не более чем счетным полем. Библиогр. 9.

Пусть M — бесконечная счетная модель, G = Aut(M) — ее группа авто-
морфизмов. Обозначим через GY поточечный стабилизатор множества Y ⊆ M .
Говорят, что подгруппа H группы G имеет малый индекс в G, если [G : H] < 2ℵ0 .

Определение. Модель M обладает свойством малого индекса, если для
любой подгруппы H группы G, имеющей малый индекс, найдется такое конеч-
ное множество Y ⊆ M , что H содержит подгруппу GY .

Данное определение может быть сформулировано на топологическом язы-
ке. Наделим группу G топологией, взяв подгруппы GY (Y — конечное под-
множество M) в качестве базы открытых окрестностей единицы. Существу-
ет биекция между множеством правых смежных классов (GY )g и множеством
{Y g : g ∈ G}. Таким образом, любая открытая подгруппа группы G имеет
малый индекс. Модель M обладает свойством малого индекса, если верно об-
ратное, т. е. каждая подгруппа группы G, имеющая малый индекс, открыта в
G.

Cвойство малого индекса активно изучается. Подробную информацию
можно найти в обзорах [1, 2]. Перечислим здесь некоторые модели, обладающие
свойством малого индекса.

1. Бесконечное множество без структуры [3, 4].
2. Векторные пространства бесконечной счетной размерности над конеч-

ными или счетными полями [5].
3. ω-Категоричные ω-стабильные структуры [6].
Свойство малого индекса установлено также для свободной группы беско-

нечного счетного ранга [7] и свободных групп некоторых многообразий [7, 8].
Пусть F = 〈x1, x2, . . . 〉 — относительно свободная группа (или алгебра над

полем) бесконечного счетного ранга, где x1, x2, . . . — множество ее свободных
порождающих.

Определение. F обладает базисным кофинальным свойством, если для
любого α ∈ Aut(F ) и любого натурального n найдутся натуральное r ≥ n и
β ∈ Aut(〈x1, . . . , xr〉) такие, что xiα = xiβ, i = 1, . . . , n.

В работе [7] доказана
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Теорема. Если относительно свободная группа обладает базисным кофи-
нальным свойством, то она обладает свойством малого индекса.

В этой же работе замечено, что базисным кофинальным свойством обла-
дают абсолютно свободные группы и свободные группы нильпотентных много-
образий бесконечного счетного ранга. Как уже отмечено, оно влечет для них
свойство малого индекса. В настоящей работе базисное кофинальное свойство
установлено для свободной алгебры Ли бесконечного счетного ранга и получена

Теорема 1. Свободная алгебра Ли бесконечного счетного ранга над не
более чем счетным полем обладает свойством малого индекса, и ее группа авто-
морфизмов не является объединением счетной последовательности собственных
подгрупп.

Методы доказательств аналогичны использованным в [7].
Пусть L — относительно свободная алгебра Ли счетного бесконечного ранга

над полем. Обозначим через B(L) множество подалгебр алгебры L, порожден-
ных x1, x2, . . . , xn, где x1, x2, . . . , xn, . . . — некоторая система свободных порож-
дающих алгебры L.

Лемма 1. Пусть L обладает базисным кофинальным свойством. Тогда L
обладает следующими свойствами:

1) (кофинальность) если A ∈ B(L), γ1, . . . , γn ∈ G, X1, . . . , Xn — конечные
подмножества L, то найдутся такие B ∈ B(L) и α1, . . . , αn ∈ Aut(B), что B
содержит A,X1, . . . , Xn и αi|Xi = γi|Xi, i = 1, . . . , n;

2) (амальгамируемость) если A,B,C ∈ B(L) и A ⊆ B,A ⊆ C, то существует
такой α ∈ GA, что для любых β ∈ Aut(Bα) и γ ∈ Aut(C), удовлетворяющих
условиям Aβ = Aγ = A и β|A = γ|A, существует такой δ ∈ G, что δ|Bα = β и
δ|C = γ.

Доказательство. Так как подалгебра A конечно порождена и в запись
всех элементов из множеств X1, . . . , Xn входит лишь конечное число порожда-
ющих алгебры L, найдется такая подалгебра B0 = 〈x1, . . . , xm〉 ∈ B(L), которая
содержит A,X1, . . . , Xn. Поскольку алгебра L обладает базисным кофинальным
свойством, найдется подалгебра B1 = 〈x1, . . . , xl〉 ∈ B(L), l ≥ m и α1 ∈ Aut(B1)
такие, что xiγ1 = xiα1, i = 1, . . . ,m. Аналогично для B1 и γ2 строится алгеб-
ра B2 и α2 ∈ Aut(B2), при этом автоморфизм α1 алгебры B1 продолжается
естественным образом до автоморфизма алгебры B2, который обозначим так-
же через α1. Очевидная индукция завершает доказательство свойства 1, при
этом Bn = B.

Пусть A,B,C, как в свойстве 2. Можно считать, что A = 〈x1, . . . , xm〉.
Пусть B = 〈y1, . . . , yn〉, где y1, . . . — свободные порождающие алгебры L. Пусть
θ ∈ G такой, что xiθ = yi, i = 1, 2, . . . . Так как L обладает базисным ко-
финальным свойством, найдутся такие r и ϕ ∈ Aut(〈x1, . . . , xr〉), что r ≥ n и
xiϕ = xiθ = yi, i = 1, . . . , n. Ясно, что r ≥ m. Так как ϕ ∈ Aut(〈x1, . . . , xr〉),
то x1ϕ, . . . , xrϕ — система свободных порождающих для 〈x1, . . . , xr〉. Так как
y1, . . . , yn содержится в системе свободных порождающих алгебры 〈x1, . . . , xr〉,
то любой автоморфизм алгебры B продолжается до автоморфизма алгебры
〈x1, . . . , xr〉. Таким образом, если α ∈ GA, то каждый автоморфизм β алгебры
Bα продолжается до автоморфизма β′ алгебры 〈x1, . . . , xr〉α, и поэтому мож-
но считать, что B = 〈x1, . . . , xr〉. Аналогично можно считать C = 〈x1, . . . , xs〉,
s ≥ m. Ясно, что для таким образом определенных A,B,C существует α ∈ GA

такой, что Bα = 〈x1, . . . , xm, xs+1, . . . , xs+r−m〉. Лемма доказана.
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Определение. Назовем элемент (γ1, . . . , γn) ∈ Gn B(L)-типичным, если
выполнены условия:

1) для всех A ∈ B(L) подгруппы GB , где A ⊆ B ∈ B(L), Bγi = B, i =
1, . . . , n, образуют базис открытых окрестностей единицы;

2) если A ∈ B(L), Aγi = A, i = 1, . . . , n, A ⊆ B ∈ B(L), β1, . . . , βn ∈ Aut(B),
βi|A = γi|A, i = 1, . . . , n, то найдется такой α ∈ GA, что γα

i |B = βi, i = 1, . . . , n,
γα

i = α−1γiα.

Наделим Gn топологией произведения. Говорят, что множество имеет вто-
рую категорию по Бэру, если оно содержит счетное пересечение всюду плот-
ных открытых множеств. Следуя [6], будем говорить, что L имеет обильные
B(L)-типичные автоморфизмы, если для любого натурального n множество
элементов Gn, являющихся B(L)-типичными, имеет вторую категорию по Бэру
в Gn.

Формулировки и доказательства трех нижеследующих лемм принадлежат
Р. М. Брайанту и публикуются с его любезного согласия. В формулировках
этих трех лемм L — относительно свободная алгебра Ли бесконечного счетного
ранга, обладающая базисным кофинальным свойством.

Лемма 2. Пусть A ∈ B(L) и a — конечный упорядоченный набор элемен-
тов из L. Тогда множество X(A,a) = {(γ1, . . . , γn) ∈ Gn: существует B ∈ B(L),
B = Bγi, i = 1, . . . , n, GB ⊆ Ga, A ⊆ B} — открытое всюду плотное подмноже-
ство в Gn.

Доказательство. Так как все элементы множества B(L) — конечно по-
рожденные подалгебры алгебры L, то GB открыта для любой B ∈ B(L). Если
(γ1, . . . , γn) ∈ X(A,a) соответствует B и α1, . . . , αn ∈ GB , то (γ1α1, . . . , γnαn)
coответствует той же B. Следовательно, X(A,a) открыто в Gn. Пусть S — не
пустое открытое подмножество в Gn. Покажем, что S ∩X(A,a) 6= ∅. Заменяя,
если нужно, множество S меньшим, можно считать, что

S = {(γ1, . . . , γn) ∈ Gn : biγi = biβi}

для некоторых наборов b1, . . . ,bn и некоторого набора (β1, . . . , βn) ∈ Gn. (Счи-
таем, что S = (Gb1β1, . . . , Gbnβn).) Из кофинальности следует, что найдется
такая B ∈ B(L), что A ⊆ B, компоненты наборов a, bi, i = 1, . . . , n, — эле-
менты подалгебры B и существуют γi ∈ G такие, что Bγi = B и biγi = biβi,
i = 1, . . . , n. Тогда (γ1, . . . , γn) ∈ S ∩X(A,a). Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть A,B ∈ B(L), A ⊆ B, ϕi ∈ Aut(B), Aϕi = A, i = 1, . . . , n,
и пусть Φ = (ϕ1, . . . , ϕn). Положим Y (A,B,Φ) = {(γ1, . . . , γn) ∈ Gn : если
γi|A = ϕi|A (i = 1, . . . , n), то существует α ∈ GA такой, что γα

i |B = ϕi|B
(i = 1, . . . , n)}. Тогда Y (A,B,Φ) открыто и всюду плотно.

Доказательство. Если (γ1, . . . , γn) ∈ Y (A,B, Φ) таковы, что γi|A = ϕi|A
соответствует α, и если β1, . . . , βn ∈ GB∩GBα−1 , то (γ1β1, . . . , γnβn) ∈ Y (A,B,Φ)
соответствует α. Если (γ1, . . . , γn) таковы, что γi|A 6= ϕi|A для какого-либо i,
то (GAγ1, . . . , GAγn) ⊆ Y (A,B,Φ). Следовательно, Y (A,B,Φ) открыто. Пусть
S — непустое открытое подмножество в Gn. Можно полагать, что S имеет вид

S = {(γ1, . . . , γn) ∈ Gn : biγi = biεi}

для некоторых b1, . . . ,bn, (ε1, . . . , εn). Из кофинальности следует, что можно
предполагать Cεi = C, где C ∈ B(L), A ⊆ C и компоненты наборов bi при-
надлежат C для всех i. Если найдется такой индекс i, что εi|A 6= ϕi|A, то
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(ε1, . . . , εn) ∈ S ∩Y (A,B,Φ), как и требовалось. Таким образом, можно предпо-
лагать, что εi|A = ϕi|A для всех i.

Из амальгамируемости вытекает, что найдется такой α ∈ GA, что fi ∪ϕα−1

i

продолжается до автоморфизма алгебры L, т. е. найдется такой элемент γi ∈ G,
что γi|C = fi|C и γα

i |B = ϕi|B. Тогда (γ1, . . . , γn) ∈ S ∩ Y (A,B,Φ). Лемма
доказана.

Лемма 4. Имеет место равенство

{(γ1, . . . , γn) ∈ Gn : (γ1, . . . , γn)−B(L)-типичный}

=
⋂
A,a

X(A,a) ∩
⋂

A,B,Φ

Y (A,B,Φ).

Доказательство. Включение слева направо очевидно.
Обратно, предположим, что (γ1, . . . , γn) принадлежит множеству в правой

части равенства. Ясно, что (γ1, . . . , γn) ∈ X(A,a) для любых A,a. Пусть A
фиксировано и S — открытая окрестность единицы. Тогда Ga ⊆ S для неко-
торого a. Пусть (γ1, . . . , γn) ∈ X(A,a). Найдется подалгебра B ∈ B(L) такая,
что B ≥ A, и B = Bγi для всех i и GB ≤ Ga. А это и есть п. 1 из определения
B(L)-типичности.

Пусть A удовлетворяет свойству Aγi = A для всех i, A ⊆ B ∈ B(L),
Bϕi = B, Aϕi = A, ϕi|A = γi|A для всех i. Заменим ϕi его ограничением
на Aut(B). Поскольку (γ1, . . . , γn) ∈ Y (A,B,Φ) для некоторого α ∈ GA такого,
что γα

i |B = ϕi|B для всех i, то п. 2 определения B(L)-типичности установлен.
Лемма доказана.

Непосредственным следствием лемм 2–4 является

Теорема 2. Пусть L — относительно свободная алгебра Ли счетного ранга,
обладающая базисным кофинальным свойством. Тогда L имеет обильные B(L)-
типичные автоморфизмы.

Теорема 3. Пусть L — относительно свободная алгебра Ли счетного ранга
над не более чем счетным полем, обладающая базисным кофинальным свой-
ством. Тогда L обладает свойством малого индекса. Более того, Aut(L) не
является объединением счетной последовательности собственных подгрупп.

Доказательство. По теореме 2 алгебра L имеет обильные B(L)-типич-
ные автоморфизмы. Поэтому по теореме 5.3 работы [6] L обладает свойством
малого индекса.

Предположим, что G = Aut(L) =
⋃
m

Gm, где G1 ⊆ G2 ⊆ . . . — последо-

вательность собственных подалгебр алгебры L. Докажем сначала, что никакая
подгруппа Gn не может быть открытым множеством.

Предположим противное. Пусть нашлась открытая подгруппа Gm, т. е.
GY ⊆ Gm для некоторого конечного подмножества Y ⊆ L. Без потери общно-
сти можно полагать, что Y = {y1, . . . , yn}. Увеличивая, если необходимо, номер
m, можно считать, что Gm содержит автоморфизм, переводящий yi в yn+i,
i = 1, . . . , n. Для всех r ≥ n группа GY (а следовательно, и Gm) содержит авто-
морфизм, переводящий yn+i в yr+i, i = 1, . . . , n, значит, Gm содержит автомор-
физм, переводящий yi в yr+i, i = 1, . . . , n. Таким образом, G{yr+1,...,yr+n} ⊆ Gm

для любых r ≥ n. Пусть α ∈ G. Тогда из базисного кофинального свойства
следует существование натурального r и β ∈ Aut〈y1, . . . , yr〉 таких, что r ≥ n и
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yiβ = yiα, i = 1, . . . , n. Пусть β′ такой элемент G, что yiβ
′ = yiβ, i = 1, . . . , r и

yiβ
′ = yi, i ≥ r. Тогда β′ ∈ Gm и β′α−1 ∈ GY ⊆ Gm. Таким образом, α ∈ Gm и,

следовательно, Gm = G; противоречие. Тем самым никакая подгруппа Gm не
может быть открытой.

По теореме 2 L обладает обильными B(L)-типичными автоморфизмами.
Доказательство может быть завершено таким же образом, как и доказательство
теоремы 6.1 работы [6].

Лемма 5. Пусть L = F 〈X〉 — свободная алгебра Ли, A и B — ее подал-
гебры такие, что A ⊆ B, A — свободный множитель в L. Тогда B = A ∗B1 для
некоторой подалгебры B1.

Доказательство. Зафиксируем множество Y свободных порождающих
алгебры L и множество Z — свободных порождающих алгебры A такие, что
Z ⊆ Y . Степени всех элементов определяются относительно множества Y обыч-
ным способом. Будем строить множество порождающих подалгебры B как объ-
единение M =

⋃
i≥1

Mi. Пусть M1 — элементы, образующие базис в векторном

пространстве элементов первой степени алгебры B. Если уже построены мно-
жества M1, . . . ,Mk, то множество Mk+1 состоит из элементов образующих базис
в пространстве элементов степени k + 1 по модулю подалгебры, порожденной⋃
1≤i≤k

Mi. В работе [9] доказано, что M =
⋃

i≥1

Mi является множеством свобод-

ных порождающих алгебры B. Можно считать, что M1 содержит порождаю-
щие алгебры A. Таким образом, множество свободных порождающих алгебры B
разбито на две непересекающиеся части, одна из которых порождает A. Лемма
доказана.

Лемма 6. Свободная алгебра Ли обладает базисным кофинальным свой-
ством.

Доказательство. Пусть L — свободная алгебра Ли счетного ранга и x1,
x2, . . . — множество ее свободных порождающих. Если α ∈ G = Aut(L) и n ∈ N ,
то существует такое натуральное r ≥ n, что 〈x1, . . . , xn〉α ⊆ 〈x1, . . . , xr〉. Таким
образом, 〈x1, . . . , xn〉 ⊆ 〈x1, . . . , xr〉α−1. По лемме 5 множество {x1, . . . , xn} мо-
жет быть дополнено до множества свободных порождающих алгебры 〈x1, . . . ,
xr〉α−1, а множество {x1α, . . . , xnα} — до множества свободных порождающих
алгебры 〈x1, . . . , xr〉. Отсюда следует, что найдется такой автоморфизм β алгеб-
ры 〈x1, . . . , xr〉, что xiβ = xiα, i = 1, . . . , n. Лемма доказана.

Теорема 1 является непосредственным следствием леммы 6 и теоремы 3.
Аналогичные результаты верны для свободных коммутативных, свободных

антикоммутативных и абсолютно свободных алгебр.
Автор глубоко благодарен В. А. Романькову за постоянное внимание к ра-

боте и ряд ценных замечаний как по оформлению, так и по содержанию, а также
Р. М. Брайанту за предоставленные материалы.
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