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THEORIE SPECTRALE ET PROBLEMES
NON-LINEAIRES

Ahmed Lesfari

Abstract. We present a Lie algebra theoretical schema leading to integrable systems, based
on the Kostant-Kirillov coadjoint action. Many problems on Kostant-Kirillov coadjoint orbits in
subalgebras of infinite dimensional Lie algebras (Kac-Moody Lie algebras) yield large classes of
extended Lax pairs. A general statement leading to such situations is given by the Adler-Kostant-
Symes theorem and the van Moerbeke-Mumford linearization method provides an algebraic map
from the complex invariant manifolds of these systems to the Jacobi variety (or some subabelian
variety of it) of the spectral curve. The complex flows generated by the constants of the motion are
straight line motions on these varieties. We study the isospectral deformation of periodic Jacobi
matrices and general difference operators from an algebraic geometrical point of view and their
relation with the Kac-Moody extension of some algebras. We will present in detail the Griffith’s
aproach and his cohomological interpretation of linearization test for solving integrable systems
without reference to Kac-Moody algebras. We will discuss several examples of integrable systems

of relevance in mathematical physics.

Introduction générale

Le but de ce travail est de présenter la théorie spectrale en lien avec les systemes
dynamiques non-linéaires intégrables. La solution de ces problemes non-linéaires
par quadratures est généralement impossible et une solution numérique ne montre
pas leurs propriétés qualitatives. Cependant, jusqu’a récemment, mathématiciens
et physiciens durent se contenter, soit d’approximations linéaires, soit de théoremes
d’existence de solutions. La découverte ces dernieres années de classes importantes
de systemes intégrables montra combien de phénomeénes importants furent manqués
lors de I’étude de ces équations par des méthodes linéaires. En fait depuis longtemps,
on avait utilisé dans tous les domaines les concepts de linéarisation et de superposition
des modes. Les non-linéarités n’étaient traitées que comme des petites perturbations.
Elles sont dorénavant examinés dans leur intégralité. Les premieres études furent
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152 A. Lesfari

motivées par des problemes de physique des plasmas, par la dynamique des fluides
ou des chaines. L’exemple le plus célebre est I’équation de Korteweg-de-Vries (K-dV)
[27] qui décrit la propagation des ondes dans un canal infini peu profond :

ou 6 ou  Pu

R
ou u(x,t) est Pamplitude de l'onde au point x et au temps t. Cette équation
est caractérisée par un terme tendant a disperser I'onde et un autre terme non-
linéaire, tendant a concentrer 'onde. Un milieu dans lequel ces deux efforts se
compensent sera propice a l’existence d’ondes solitaires ou solitons. Ce sont des
ondes de formes définies progressant a des vitesses différentes et dont le profil est
stable au cours de la propagation, par suite de cette compétition entre I'effet dispersif
et l'effet non-linéaire. En outre, ces ondes correspondent aux niveaux d’énergie de
I’équation stationnaire de Schrodinger, ce qui a permis d’utiliser une analogie avec la
mécanique quantique. La découverte de ce lien influenca de nombreux domaines, des
mathématiques a la technologie en passant par la physique et la biologie. Gardner,
Greene, Kruskal et Miura [18] ont montré que le spectre discret de 'opérateur

0, wu(z,0)=u(zx), zekR,

82
=53 + u(z, ),

est invariant dans le temps lorsque le potentiel u(x,t) évolue selon 1’équation de K-
dV. De la, I'idée est venue que I’équation de K-dV peut étre considérée comme une
déformation isospectrale de l'opérateur L (paire de Lax [30]). Des lors le spectre
discret (états liés) fournit des constantes du mouvement de I’équation de K-dV.
Faddev et Zaharov [55] ont montré que que cette équation forme un champ de
vecteurs hamiltonien pour une structure symplectique bien choisie et les états liés
sont en involution vis a vis de cette structure symplectique. Finalement, I’équation
de K-dV peut étre intégrée par la méthode spectrale inverse pour 'opérateur L.
L’étape suivante était I’étude du probleme périodique pour I'équation de K-dV qui
a permis a Dubrovin, Its, Krichever, Matveev, McKean, Novikov, Trubowitz et van
Moerbeke [14, 15, 24, 29, 38, 39] et d’autres [1, 2] de découvrir une intéressante
classe de systemes completement intégrables. La résolution de I’équation de K-dV
périodique en termes d’un mouvement uniforme rectiligne sur un tore complexe
algébrique (jacobienne) naturellement associé & une courbe hyperelliptique, montre
que non seulement ’équation de K-dV est un flot rectiligne sur des tores réels
(théoreme d’Arnold-Liouville [6, 8, 34]) mais aussi que ces tores peuvent s’étendre
a des tores complexes de telle sorte que si le temps ¢ € R est remplacé par t € C,
le systeme évolue également selon un mouvement uniforme et rectiligne sur ce tore
complexe.

Entretemps, le sujet a évolué vers des themes liés aux algebres de Lie et a la
géométrie algébrique, en vue de répondre aux problémes fondamentaux concernant
la nature des équations différentielles ordinaires et équations aux dérivées partielles
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completement intégrables. En particulier un nombre considérable de ces équations
est entré dans le cadre de la mécanique hamiltonienne et possedent plusieurs, voir
méme une infinité, de lois de conservation, en plus de la conservation de 1’énergie et
du moment. Ces lois résultent parfois de symétries apparentes au niveau de I'espace
géométrique des configurations, parfois de symétries cachées au sein de ’espace des
phases. On sait actuellement que ces symétries cachées, plus difficiles a saisir, se
traduisent naturellement en termes de la théorie des groupes de Lie, qui systématise
par excellence ’étude des symétries et qui établit le lien avec la théorie spectrale.
A leur tour, ces groupes de Lie donnent lieu & des courbes algébriques ou surfaces
de Riemann, d’ou résultent des tores, ce qui nous conduit au coeur méme de la
géométrie algébrique. Ces tores jouent un role prépondérant car les trajectoires des
systemes intégrables, peuvent étre considérées comme étant enroulées sur ces tores.
La solution de ces problemes de mécanique a donné lieu & un foisonnement d’idées
et de liens entre les domaines apparemment les plus distants, comme la théorie
spectrale, la géométrie algébrique et la théorie des groupes de Lie. En retour, cette
synthese alimenta chacun de ces domaines en idées nouvelles. Quinconque a participé
aux rencontres scientifiques de ces dernieres années, ou expérimentateurs, géometres
et algébristes se sont cotoyés, aura été frappé par 1’énorme diversité de sujets.
Actuellement, les applications de la théorie des systémes complétement intégrables
sont nombreuses, notamment en physique des particules, en dynamique des plasmas
et des fluides, en mécanique statistique, en biologie de fibres,...Mais aussi la théorie
des solitons a eu un impact sur les mathématiques pures; par exemple, il fournit
la réponse au fameux probleme de Schottky, posé il y a un siecle, sur les relations
entre les périodes provenant d’une surface de Riemann. Grosso modo, il s’agit de
trouver des criteres pour qu’une matrice des périodes appartenant au demi-espace de
Siegel soit la matrice des périodes d’une surface de Riemann. Géométriquement, le
probleme de Schottky consiste a caractériser les jacobiennes parmi toutes les variétés
abéliennes principalement polarisées.

Dans ce travail, on aborde la théorie des déformations isospectrales (paires de
Lax) c’est-a-dire laissant invariant le spectre d’opérateurs linéaires contenant une
indéterminée rationnelle. Vu l'importance du sujet, de nombreux articles et ouvrages
lui ont été consacrés (voir bibliographie). C’est une méthode puissante, mais difficile,
permettant d’obtenir des résultats précis sur I'intégrabilité des systémes dynamiques.
Elle donne un moyen de déterminer les intégrales premieres du systeme différentiel
et aussi (d’aprés une méthode de van Moerbeke-Mumford [53]) le résoudre. Aussi,
un lien avec la théorie des groupes et algebres de Lie a été fait. Cette approche est
basée sur le théoreme d’Adler-Kostant-Symes [3, 28, 50] qui donne une construction
de grandes familles de fonctions basée sur des décompositions d’algebres de Lie et
fournit des systemes intégrables comme déformations isospectrales sur des orbites
coadjointes dans des algebres de Kac-Moody (extensions formelles de dimensions
infinies d’algebres de Lie semi-simples). Des résultats précis ont été obtenus pour
une classe intéressante d’orbites que ce soit dans le cas d’algebres de Lie de dimension
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finie ou infinie. On montre sur quelques exemples I'utilité des résultats obtenus; on
étudie le flot géodésique sur le groupe SO(n) (voir par exemple [4, 5, 22, 31, 33,
36, 37, 40]), le flot géodésique sur un ellipsoide (voir par exemple [4, 5, 25, 26, 41,
42]) et le probleme de C. Neumann (voir par exemple [4, 5, 41, 42, 45]). Aussi,
nous présentons une étude approfondie sur le spectre des matrices de Jacobi et
les opérateurs aux différences [53], & la fois pour leurs intéréts propres et parce
que cela conduit a clarifier un certain nombre de résultats ultérieurs. On aborde
ensuite en détail la méthode de Griffiths [21], sur linterprétation cohomologique
du critere de linéarisation. Il a trouvé des conditions nécessaires et suffisantes, de
nature cohomologique, sans référence aux algebres de Kac-Moody pour que le flot
puisse étre linéarisé. Sa méthode se base sur 'observation que l’espace tangent
aux déformations se trouve toujours dans des espaces de cohomologie bien choisis.
On applique cette méthode a I’étude des équations de Nahm [21, 23, 44] et au
réseau de Toda [17, 21, 51]. Les équations de Nahm considérées ici portent sur
trois fonctions & valeurs dans ’algebre u(n) formée des matrices antihermitiennes
complexes d’ordre n. Ces équations interviennent lors de I’étude de monopoles. On
montre que la courbe spectrale C (dans I'espace des twisteurs 7P!) associée & ces
équations est une courbe lisse de genre (n —1)? et que le flot en question se linéarise
sur la variété jacobienne de C. Le réseau de Toda (version discrete de I’équation de
Korteweg-de-Vries) décrit un systeme de N masses vibrantes reliées entre elles par
des ressorts dont la force de rappel est exponentielle. On étudie le cas non périodique,
i.e., les masses sont disposées sur une droite et le cas périodique, i.e., les masses
reliées sont disposées sur un cercle. Pour le premier cas, on utilise la transformation
de Flaschka [17] et on montre que le spectre d’une matrice tridiagonale A liée au
probleme demeure constant sur toute la trajectoire et que le réseau de Toda peut-étre
considéré comme une déformation isospectrale de la matrice A¥, 1 < k < N, dont le
spectre fournit IV intégrales premieres indépendantes et en involution. On en déduit
que le réseau de Toda est un systeme completement intégrable. En ce qui concerne
le second cas, le spectre de la matrice de Jacobi périodique liée au probleme reste
invariant dans le temps et on montre que le flot en question se linéarise sur la variété
jacobienne d’une courbe de genre N — 1. Comme autres exemples d’application de
la méthode de la courbe spectrale ou déformation isospectrale, on étudie le corps
solide d’Euler et le flot géodésique sur SO(4) [4, 5, 22, 31, 33, 36, 37, 40], un potentiel
quartique lié au systeme de Garnier [19, 47, 54], les équations aux dérivées partielles
couplées non-linéaires de Schrodinger [11, 36] ainsi que le champ de Yang-Mills
[35, 36]. Pour le mouvement de rotation d’un corps solide autour d’un point fixe
dans le cas particulier d’Euler, on montre que les équations du mouvement s’intégrent
au moyen de fonctions elliptiques. Le flot géodésique sur le groupe SO(4) est un flot
hamiltonien pour la structure symplectique de Kostant-Kirillov induite sur 'orbite
formé par l’action coadjointe du groupe SO(4) sur le dual de ’algebre de Lie so(4)* ~
so(4). Sous la condition de Manakov [37], les équations d’Euler-Arnold définissant
ce probleme se linéarisent sur la variété Prym Prym(I'/Ty) ou I' est une surface de
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Riemann de genre trois et I'g une courbe elliptique. Pour le systéme hamiltonien
correspondant & un potentiel quartique (systéme de Garnier), on montre que celui-
ci admet une autre intégrale premiere quartique qui détermine avec 'hamiltonien
du probleme, un systéme intégrable. On détermine explicitement cette intégrale
premiere et on montre que la linéarisation s’effectue sur la jacobienne d’une courbe
hyperelliptique de genre deux. En utilisant la théorie des lacunes [10], on exprime
les solutions du probleme en termes de fonctions elliptiques. On utilise a cette fin, la
fonction elliptique o de Weierstrass, la fonction elliptique de Backer-Akhiezer ainsi
que quelques propriétés de I’équation de Korteweg-de-Vries. On termine la section
par des informations concernant les équations couplées non-linéaires de Schrédinger,
le champ de Yang-Mills avec groupe de jauge SU(2).
Je remercie le referee pour ses remarques et commentaires éclairants.

1 Equation de Lax, théoreme d’Adler-Kostant-Symes,
théoreme de van Moerbeke-Mumford et linéarisation

Considérons le systeme hamiltonien

OH d
ity =J—, xe€R™ = —).
=12 =
ou H : R™ — R, est une fonction de classe C*° (’hamiltonien) et J = J (x) une
matrice antisymétrique a éléments satisfaisant a ’identité de Jacobi:

{{H7F}7G}+{{F>G}3H}+{{G7H}7F}:07

ou

0H _OF O0H OF
{H,F} = <(9:I:’J(9x> = Z z‘jaixiai:vj’

17.]
sont les crochets de Poisson.

Définition 1. On dit que le systéme hamiltonien ci-dessus est complétement intégrable
lorsque : 1) si dét J # 0, alors m = 2n (le rang d’une matrice antisymétrique est
toujours pair). Le systéme posséde n intégrales premiéres Hy = H, Ho, ..., H,, en
involution (i.e., {H;,H;} = 0, 1 < 4,5 < n) et fonctionnellement indépendantes
(i.e., dHy A\ ... NdH, # 0). D’aprés le théoréme d’Arnold-Liouville [6, 8, 34], si
pour presque tous les ¢; € R les variétés invariantes

n

m{xER%:Hi(x):ci},

i=1

sont compactes et connezes, alors elles sont difféomorphes au tore réel R™/réseau.
En outre, les flots définis par les champs de vecteurs Xp,,1 < ¢ < n, sont des
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mouvements rectilignes. Ces flots déterminent sur ce tore un mouvement quasi-
périodique et les équations du probléeme sont intégrables par quadratures c’est-a-
dire les solutions exactes s’expriment par un nombre fini de calculs d’intégrales et
d’autres opérations algébriques. i) si dét J = 0, on réduit dans ce cas le probléme
am = 2n+k et on cherche k intégrales premiéres Hy11, ..., Hpyr, dites triviales ou
fonctions de Casimir telles que:

Puis ce qui a été dit dans i) s’applique ici pour la variété

k
<ﬂ {x: Hyp (z) = cn+,;}> NR™,
=1

de dimension m — k = 2n. Si les mémes conditions sont remplies, alors les variétés

n+k
m {z e R": H; (x) = ¢},
=1

sont difféomorphes au tore réel de dimension n.
Dans ce travail, on va travailler avec des complexes (au lieu de réels).

Définition 2. Une équation de Lax est une équation différentielle de la forme

A(r) = [A(), B, (= ). (1)

avec A (h) = SO0 Aph¥, B (k) = 28| Bph*, des fonctions dépendant d’un paramétre
complexe h (parameétre spectrale) et ot les Ay et By sont des matrices. Le couple
(A, B) s’appelle paire de Lax. La courbe algébrique compleze projective C, d’équation
affine

P(h,z)=det(A—2I)=0, (1.2)

(ot z est une autre variable et I la matrice unité d’ordre n), est appelée courbe
spectrale. Un point (h, z) de la courbe C décrit une valeur propre z de la matrice A.

Il existe des équations de Lax sans parametre. Par contre, celles qui seront
considérées dans cet article dépendent souvent d’'un parametre h et lorsqu’il n’y a
pas risque de confusion, on omettra de ne pas les mentionner explicitement dans les
lettres A et B.

Proposition 3. Le polynome caractéristique (1.2) ne dépend pas de t. En outre,
pour tout n > 0, la fonction trA™ est une intégrale premiére.
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Démonstration. Posons L = A — zI. D’ou
P =det L = detL.tr(L™'L) = detL.tr(L"*BL — B) = 0,
car trL 'BL = trB. On a
Ar = AA"V 4 AAATT2 4. 4 AMTLA,
[A,B]A" 1 + A[A,BJA" 2 4+... 4+ A" 1[4, B],
(AB—BA)A™ '+ ...+ A" 1 (AB — BA),
ABA" ' —BA" + ...+ A"B — A" 'BA,
A(BA™ ) — (BA" ) A+---+ A(A"'B) - (A"'B) A.

——
Or pour X,Y € M, (C), tr (X +Y) = trX +trY, trXY = trY X, donc trA™ =
trA” = 0, et par conséquent tr A" sont des intégrales premiéres. [J

Nous avons montré ci-dessus, que le spectre de A est un invariant (ne dépend
pas de t) de la trajectoire de A sous le flot (1.1). Autrement dit, les coefficients du
polynome caractéristique P(h, z) ne dépendent pas du temps ¢ : ces coefficients sont
déterminés uniquement par trA™ et ce sont des intégrales premieres. En d’autres
termes, on dit que 1’équation différentielle (1.1) décrit une déformation isospectrale.
D’apres la proposition précédente, la courbe C ne dépend pas du temps, son équation
s’écrit explicitement sous la forme

P(h,z) = hN + pi(2)h" " + -+ p(2),

et 'on peut utiliser les méthodes de la géométrie algébrique pour I’étudier. Dans
plusieurs travaux, un lien avec la théorie des groupes et algebres de Lie a été fait.
Cette approche est basée sur le théoréme d’Adler-Kostant-Symes [3, 6, 28, 32, 50]
suivant qui fournit des systemes intégrables comme déformations isospectrales sur
des orbites coadjointes dans des algebres de Kac-Moody.

Théoréme 4. Soit L = K ® N une algébre de Lie, somme directe de deuz sous
algebres KK et N'. On suppose que L est munie d’une forme bilinéaire non-dégénérée
Ad-invariante { , ). Soient K+ et N+ Uorthogonal de K et N respectivement. Alors,
la projection £ — K+ munit K+ de la structure coadjointe pour N'. En outre, on a
L=L=KtoNt et KY = N* (dual de N') est munie avec N d’une forme induite
héritant de la structure de Kostant-Kirillov. Soit V. C N* une variété invariante
sous laction coadjointe de N sur N* et notons A(V') Ualgébre des fonctions définies
sur un voisinage de V, invariante sous [’action coadjointe de L (ce qui est distinct
de Uaction de N — N*). Alors les fonctions H dans A(V') menent a des champs de
vecteurs commutants et ayant la forme de Lax suivante :

a = [a,pr(VH)] , pri projection sur K
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Démonstration. Rappelons que le gradient VH d’une fonction H sur un espace
vectoriel E est défini par dH = (VH,dv),,, ot v € E, VH € E* (dual de E) et
(.,.)v la forme entre E, E*. Soit H € L* ~ L. Notons que

ViiH =pry(VH), VyirH =pri(VH).
Soit V' C Kt une variété invariante sous I’action coadjointe de A/ sur K+ ~ N*. De
—_——
identité H(Adg)(a)) =0,oug(t)=1+bt+o(t),be L, acV,on déduit la

t=0
relation [VH (a),a] =0, a € V ou ce qui revient au méme

[a, V1L H] = —[a,pric(VH)] (1.3)
Le crochet (de Poisson) entre deux fonctions Hy et Ho sur N* s’écrit
{Hy,Hs} (a) = ({a,[Va+«Hy,Va+H3)) , a € N¥,

ol (< .)) est la forme induite héritant de la structure de Kostant-Kirillov et Var« Hy €
N est le gradient défini par dH;(X) = ((dX,V+Hi,)). Comme Kt ~ N* et
(- >) {4+ )it s, alors

{Hl,HQ}(CL) = <CL, {V,CJ_Hl,V]CJ_HQD . (14)

Supposons maintenant que Hy, Hy € A(V) et satisfaisant a la relation (1.3). Alors,
en vertu des relations (1.3) et (1.4) et le fait que (.,.) est ad-invariante, on obtient

{Hl,HQ} = <[Q,VKLH1LV}CLH2>,
= _<[a7pT/CH1]7v]CiH2>7
= —(a,[prcH1, VL Hs)).

En utilisant un raisonnement similaire pour Hs, on obtient
{H1, Ha} = {a, [pricH1, V1 Ha)).

Puisque K est une algebre de Lie et a € K, on obtient finalement {Hy, Hy} = 0.
Le champ de vecteurs hamiltonien s’écrit

XHl(HQ) = {Hl,HQ} = <[V}CLH1,CL],VICLH2>,
et on a Xg,(a) = prii[Vir Hy,a]. Dés lors, le flot hamiltonien correspondant est
a:pTKL[vKLHl,CL], Hy G.A(V),

et d’apres (1.3),
a = pricila, Vi Hi).
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Or [K+, K] ¢ K+, donc
(Z = [G,VKJ_Hl],

d’ou le résultat. O

Pour toute algebre de Lie £ de dimension finie munie du crochet [,] et de la
forme de Killing (, ), il existe une extension formelle (dimension infinie) sous forme
de série de Laurent :

N
L= {Z Al A e LN eZ arbitraire} ,

munie du crochet [Y A;h, > Bjhi] = >[4, Bjl hiti| et des formes symétriques
ad-invariantes (Y- A;h', > Bjh?), = Divim—k(AiBj), k € Z. Si () est non-
dégénérée, alors il en est de méme des formes (,),. Soit £,, (p < ¢) l'espace
vectoriel des puissances de h compris entre p et q. Une classe intéressante de
problemes s’obtient en prenant £ = Gl(n,R) et en choisissant la forme (,); sur
Pextension de Kac-Moody. Alors nous avons la décomposition en sous algebres de
Lie £ = Lo00 ®L 001 =KON, avec K=K, N'= Nt et £ = N*. Considérons
la variété invariante V,,, , m > 1 dans K = N*, définie par

m—1
Vin = {A = Z Ah 4 ah™ | o = diag(aq, - o) ﬁxé} ,
i=1

avec diag (Apy—1) = 0. On montre [4, 5] (voir aussi [48, 49]) que :

Théoreme 5. La variété V,, posséde une structure symplectique naturelle, les fonctions
H= <f(Ah_]), hk>1 sur Vi, (f étant réguliére) menent a des systémes complétement
intégrables ayant la forme

m—1
A= [A,pr,c(f'(Ah—J)hk—j)} L A=Y Al + ah.

=0
Ces systemes se linéarisent sur la variété jacobienne d’une courbe algébrique C
d’équation affine : P (z,h) = det (A — zI) =0, et de genre (n — 1) (nm — 2) /2. Les
coefficients de ce polynome fournissent les invariants d’orbite de Vy, et un ensemble
d’intégrales premieres indépendantes. En particulier, pour j = m, k = m + 1, les
flots s’écrivent sous la forme

A=A, adgady*Am_1 + Bh], (1.5)

avee B = f' (a;).
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Une autre classe intéressante s’obtient en choisissant une algebre de Lie L semi-
simple quelconque. Alors pour l'extension de Kac-Moody £ munie de la forme
<,> = <,>0, on a L = ZiEZ L;, [LZ,L]] - L/L'Jrj, [L(),Lo] = 0, L;k = L_;. Soit
BT =3%"50Liet BT =3, L;. Alors le produit £ x £ o

(1.12) (G 15)] = (I B =l 8o]) o (ko) (0 10)) = (00, 15) = {la, 1),

admet la décomposition en K & N avec

K = {(,-):leLy, Kr={1l):1ecL},

N = {(-.14):1- € B7,l+ € BY,pro(I-) = pro(l+)} ,

Nt = {(-,13):1- € B7,14 € BY,pro(l +1-) = 0},

ou prg désigne la projection sur Ly. Des lors, en vertu du théoreme précédent, les
orbites dans N*=K"1 possédent un ensemble de champs de vecteurs hamiltoniens
commutatifs. Plus précisément, on a le résultat [4, 5, 53] suivant :
Théoréme 6. La variété N-invariante V_j, =3 ;<) Li € L =~ K+, posséde une

structure symplectique naturelle et les fonctions H(ly,l2) = f(l1) sur V_jj ménent
a des champs de vecteurs commutants et ayant la forme de Lax suivante :

. 1
l= |1, (pr" — ipro)VH ., prt projection surB™.

La linéarisation s’effectue sur la variété jacobienne d’une courbe définie par le polynome
charactéristique d’éléments dans V_j .

1.1 Flot géodésique sur le groupe SO(n), flot géodésique sur un
ellipsoide et probleme de C. Neumann

Dans le cas particulier m = 1, i.e., pour Vi, on choisit A = X + ah ot X € so(n).
Dans ce cas, le flot hamiltonien décrit par I’équation (1.5) se ramene a 1’étude des
équations d’Euler-Arnold [8] pour le flot géodésique sur SO(n) (voir [13, 37, 40]).
Ce probleme sera étudié en détail plus loin dans le cas n = 4. Pour m = 2, i.e., V5,
si on choisit (voir [4, 5, 41, 42])

A=ah®>—hzAy—yQy,
ou x,y € R™, alors ’équation (1.5) se raméne a

A=A,V +8h],

o V = adgady(y A z), B = f'(a;). On peut ramener cette équation au systeme
hamiltonien suivant :

H
i = —Vx—ﬁy:—g,
Jy
OHj
o= V=g
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1
lyﬁ ::Eijg:[%l%(xay>

avec

2
TiYj — T;iT;
Fe,y) = + 3
. QG — O
J#i

Pour f(z) = Inz, ie., §; = a%_, on obtient le probleme du flot géodésique sur un
ellipsoide

2 2

|
— t..t+t 5 =1
aj (0%

qui décrit le mouvement de la droite z + sy, s € R, tangente a ’ellipsoide en = dans
la direction y de la géodésique. Pour f(z) = %22, i.e., B; = «;, on obtient le probleéme
de C. Neumann [45] régissant le mouvement d’un point sur la sphere "~ : | X| =1,
sous l'influence de la force —ax. D’aprés ce qui précéde, le flot géodésique sur
un ellipsoide et le probleme de C. Neumann sont des mouvements rectilignes sur
la variété jacobienne Jac(H) ou H est une courbe hyperelliptique de genre n — 1.
(Pour de plus amples informations, voir [12, 25, 26, 41, 42]).

1.2 Spectre des matrices de Jacobi et opérateurs aux différences

Nous présentons une étude approfondie [52, 53] sur le spectre des matrices de Jacobi
et les opérateurs aux différences, a la fois pour leurs intéréts propres et parce que
cela conduit a clarifier un certain nombre de résultats ultérieurs. Rappelons qu’une
matrice de Jacobi est une matrice doublement infinie (a;;) pour i,j € Z telle que :
a;j = 0 si |i — j| est assez grand. On montre que I’ensemble de ces matrices forme
une algebre associative et par conséquent une algebre de Lie par antisymétrisation.
Comme exemple de V_;; (théoreme 6), considérons la matrice de Jacobi infinie
(tridiagonale symétrique et N-périodique):

bo ag O 0
ag b1 a1 :
A= 0 a . - 0 ; (1.6)
: aN—1
0 -+ 0 an-1 by

avec a;,b; € C. La matrice A est N-périodique signifie que l'on a : a4y = ay,
biun = b;, Vi € Z. On désigne par f = (..., f_1, fo, f1,...)" le vecteur colonne
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(infinie) et par D l'opérateur (de passage) de degré +1, Df; = f;+1. La matrice A
étant N-périodique, on a donc ADY = DN A. Réciproquement, cette relation de
commutation signifie que IV est la période de A. Soit

by ai 0 aNhfl

ar by a :
A(h) = 0 ay - 0 , heC”

: anN-—-1
anh -+ 0 an_1 by

la matrice de Jacobi finie (tridiagonale symétrique et N-périodique). Le déterminant
de la matrice A(h) — zI est

F(h,h™t, 2) = det(A(h) — 2I) = (=) (Q(h + 1) — P(z)), (1.7)

ou (z2,h) e CxC*, Q= Hf;l a;, P(z) = 2V 4 -, est un polynéme de degré N &
coefficients réels. Soit C la surface de Riemann définie par

C = {(zh)eCxC*: Af =zf,DNf =ht},
= {(2,h) eCx C*: F(h,h™',2) = 0}. (1.8)

On suppose que @ # 0. De I'équation F(h,h~!, z) = 0, on tire la relation suivante:

P(2) £ /P?(z) — 4Q?
20 '

Notons que C est une courbe hyperelliptique ramifiée en 2N points donnés par les
zéros du polynome P?(z) — 4Q? et admet deux points a l'infini P et Q; le point P
recouvrant le cas z = 0o, h = oo tandis que le point Q est relatif au cas z = oo,
h = 0. D’apres la formule de Riemann-Hurwitz [20], le genre de C est g = N —1. La
fonction méromorphe h n’a ni zéro, ni poles sauf au voisinage de z = co. Lorsque
z /o0, on a sur le feuillet +,

h:

NP(z)—i—P(z)_P(z)_ﬁ
ho S ==

ce qui montre que h a un poéle d’ordre N. De méme, lorsque z / oo, on a sur le
feuillet -,

- P —VP(2) —4Q2 _ 2Q L9,
2Q P(z) +/P2(z) —4Q2 2N

et donc h a un zéro d’ordre N. Donc le diviseur (h) de la fonction h sur C est
(h) = =NP + NQ, ou P et Q, rappelons que ce sont les deux points recouvrant
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oo sur les feuillets 4+ et - respectivement. L’application définie par ~: C — C,
(z,h) — (Z, E_l), est une involution antiholomorphe. Lorsque |h| = 1, la matrice
finie A(h) est auto-adjointe et admet donc un spectre réel. Dés lors, I’ensemble des
points fixes de cette involution que 'on désigne par C™ est déterminé par

Cv={peC:p=p}={(z,h)eC:h=Rh 'z=2z2}={(z,h) €C:|h| = 1}.

Notons que cet ensemble divise C en deux régions distinctes C et C_. Plus précisément,
on a

C\C”=CyUC_={peC:|h|>1}uU{peC:|n|l <1},

donc C = C4 UC™~ UC_. La premiere région C; contient le point P tandis que
la seconde C_ contient le point Q. En fait C™~ peut étre vue comme étant la
frontiere de C4 et C_, donc C~ est homologue a zéro. Par ailleurs, I'involution
~ se prolonge en une involution * sur le corps des fonctions méromorphes avec
©*(p) = p(p) et sur lespace des différentielles avec (@dip)* = @*dyp*. Deés lors,
on a h* = h™! et 2 = 2. La condition pour que les matrices A et DV aient
un vecteur propre en commun est paramétrée par la surface de Riemann C (1.8),
soit donc f = (..., f_1, fo, f1,...)| un tel vecteur propre. On utilise dans la suite
une normalisation appropriée en choisissant fo = 1, d’'ou Fy = h. Posons donc
7 = (fh fg, ceey f]\r)T == (fl; fg, ceey fN—17 h)T Puisque 7 vérifie la relation (A(h) -
2I)f =0, alors on a

£ Al,kf ALY

B ANk
— = T3k —
Ay Ay

ANy

£ =

fl7 1§]€7ZSN7

ot Ay = (—1)** x (k1) —mineur de (A(h) — 21), est le (k,)-cofacteur de (A(h) —

zI). En particulier, f peut s’exprimer comme une fonction rationnelle en z et h,

A A
_ ANk, Brk g
AN N Ap.N

T

Soit D un diviseur positif minimal sur C tel que : (fi)+D > —kP+kQ,Vk € Z. On
montre que le degré de D est deg D = g = N — 1. En outre, le divieur D est régulier
par rapport P et Q. La preuve consiste a montrer tout d’abord que le diviseur D
est général et qu’ensuite

dim L(D+ kP — (k+1)Q) =0, Vk € Z.

On déduit de ces propriétés et de la définition de D, que si f € L(D + kP — kQ),
alors f est une combinaison linéaire des fi et que de plus dim L(D + kP —kQ) = 1,

Rappelons qu'un diviseur positif D de degré g sur C est général si (w;(p;)) # 0, p; € C,
1<j<gou(wi,..,wy) est une base normalisée de différentiels holomorphes sur C. On montre que
C est général si et seulement si dim £(D) = 1 ou si et seulement si dimZ(—D) = 0 ot Z(D) désigne
I’ensemble des formes différentielles méromorphes w sur C telles que le diviseur (w) + D > 0.
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Vk € Z et dimZ(—D + P + Q) = 1. Considérons la différentielle de F'(7) tout en
tenant compte que z n’apparait que sur la diagonale de la matrice A(h) — zI. On a

OF dh
—ZAmdz—Hzah =0,
=1
et soitw:%. On a
e
- dh - dh - dh
w = _Zh = _Zh = _Zh‘

ZN A ZN Ay AN ZN Ani AN T
=1 ANN =1 AzNANN i=1 ANNANN

Or Ajy = Ay, 1 <i < N, donc

-dh dh
w — _ZT . _ZT
N Ani (Aiv " *
2 i=1 Axy (ANJJVV) Yl il
et par conséquent
B Anndz
P2(z) — 4Q?

On en déduit que w* = w. En outre, on a w > 0 sur C~. (En effet, notons que sur C~
ona SN fifr =N |£il> > 0. Soit h = pe®. En tous les points en nombre fini,
h est un parametre local sur C tandis que 6 est un parametre local sur C~. Comme
—ih~!dh = df, w > 0, en ces points et par continuité en tous les points). On a aussi
une relation qui montre que le produit scalaire entre fi et f; est

. k£
<fk,fl>=/Cka-le:{ >8 :ikil

i.e., les fonctions fx, k € Z, sont orthogonales sur C™ par rapport w. On déduit de
ces propriétés que le diviseur de w est (w) = D + D—P— Q, pour l'involution ~
introduite précédemment. Etant donné une matrice de la forme A(6), on a obtenu
une série de données {C, z,h, P, Q,D,w}. L’inverse est aussi vrai. En résumé, on a
[53] :

Proposition 7. Il existe une correspondance biunivoque entre les ensembles de
données suivants :
a) Soit a;,b; € C, ajyn = a;, biyny = bj, —00 < i < +00. Une matrice infinie
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N -périodique

bop ap O 0
ap b1 m
0 a 0 )
aN-1
0 0 any-1 by

modulo une conjugaison par des matrices diagonales périodiques.

b) Une courbe C (éventuellement singuliere) de genre N — 1, deux points P et Q) sur
C, un diviseur D de degré N — 1 sur C et deux fonctions méromorphes h et z sur C
telles que : (h) = —NP + NQ et

(z) = =P — Q + un diviseur positif ne contenant pas les points P et Q.

La courbe C est dotée d’une involution antiholomorphe ~: (z,h) — (Z, E_l) telle
que : C=C4+UC~UC- ou

C~={peC:p=p}={(=h): |nl =1},

Ci={peC:|hl>1}, C_={peC:|hl <1},

et tels que : P € Cy, Q € C_. L’involution ~ se prolonge en une involution

* sur le corps des fonctions méromophes avec p*(p) = @(p) et sur l'espace des
différentielles avec (pdip)* = p*dip* et donc h* = h=1, 2* = 2. Le diviseur d’une
forme différentielle w sur C est (W) =D+D—P — Q.

Pour tout opérateur aux différences X, on pose

Xi sii<j
(XH])”: 1x, sii=j , xH = x - xH,
" 0 sii>j

Soit M T’espace vectoriel des matrices infinies A, N-périodiques telles que : pour
un certain K, ¢;; = 0 si [¢ —j| > K. Sur M, on introduit le produit scalaire
suivant : (C, D) = Tr(CD") = > (i.j)ezz CijDij. On dit qu'une fonctionnelle F' est

différentiable, s’il existe une matrice g—g dans M telle que pour tout D,
F(C+eD)—F(C) OF

fim : =G D)
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Notons que I'on a aussi {[A, B], C) = ([AT,C], B). On définit le crochet (de Poisson)
entre deux fonctionnelles différentiables F' et G sur I'espace M, en posant

oF\" rag\H oF\"= rag\
On vérifie aisément que ce crochet satisfait & I'identité de Jacobi. Soit P(A, S, S™1)

un polynéme en S + S~! et A & coefficients réels. Considérons 1’équation de Lax
suivante :

9

{F,G} = <

A= [P(A, S, 8~HH — P4, s, 571, A] . (1.9)

Lorsque la matrice A(t) se déforme avec t, alors seul le diviseur D varie tandis que les
données {C, z, h, P, Q} restent fixées. Comme nous I’avons déja montré (proposition
3), les coefficients de z*h/ dans I'’équation (1.7) sont des invariants de ce mouvement.
Le diviseur D(t) évolue de facon linéaire sur la variété jacobienne Jac(C). Tout flot
linéaire sur Jac(C), est équivalent a I’équation (1.9) et il s’agit d’un flot hamiltonien
par rapport au crochet de Poisson ci-dessus. En particulier, le flot

s’écrit en terme du crochet de Poisson comme suit :
aij = {F, aij},

ou F' = H%T r (S*kAlH). Le crochet de Poisson de deux fonctionnelles de la

forme T'r (S *kAlH) est nul, ce qui signifie que nous avons un ensemble d’intégrales
premieres en involution. Soit (w1, ...,wy) une base de différentielles holomorphes sur
la courbe hyperelliptique C. On a

Zk—l

W = ———,
P2(z) — 4Q?

et soit ¢ = Resp(wkzj), 1 < j < g. Puisque l'ordre des zéros de wj aux points
a infini P, Q est égal a g — k, alors ¢, = 0 pour k < g —j + 1 et ¢ # 0 pour
k = g — j + 1. Par conséquent, un ensemble complet de flots est donné par les
fonctions z, 22, ..., 29 et le flot qui laisse invariant le spectre de A et X est donné par
un polynoéme P(z) de degré au plus égal a g :

1 N B
A= 5 [A,P(A) — P(A) ] ,

ou P(A)* (resp. —P(A)7) est la partie triangulaire supérieure de P(A) (resp.
inférieure), y compris la diagonale de P(A). Le crochet de Poisson entre deux
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fonctionnelles F' et G peut encore s’écrire sous la forme
OF \ ' oG

{F,G}:< T A >
N b

. OF F . , F
ol — et —— sont les vecteurs colonnes dont les éléments sont donnés par et
Oa ob 8a,~
b respectivement tandis que J est la matrice antisymétrique d’ordre 2n définie

par’
aj 0 0 —anN
—a1 az O
_( 0 A _
J = _ .AT 19) ’ A= 0 —agy as
0 vee. ... —GQN_1 aN

La structure symplectique est donnée (voir [52]) par

N dai
j=2

j<i<N *
On a
N
det(Ap — 2D)|h—; = (—1)N2N + 3 gV
=1

ou 9, ..., B désignent les g invariants fonctionnellement indépendants et en involution.
Ces invariants sont aussi donnés par les g = N — 1 points choisis a partir du spectre
de Ay et A_1 ou ce qui revient au méme des N — 1 points de branchements de la
courbe hyperelliptique C ou encore par les quantités TrA*, 2 < k < N.

Dans la partie 2.2, on reprendra l'exemple du réseau de Toda périodique avec
I’approche de Griffiths étudiée dans la section suivante.

2 Meéthode de linéarisation de Griffiths

2.1 Le théoréme de Griffiths

Dans [21], Griffiths a fourni des conditions nécessaires et suffisantes (de nature
cohomologique) sur la matrice B, sans référence aux algebres de Kac-Moody, pour
que le flot de la forme de Lax puisse étre linéarisé sur la variété jacobienne Jac (C)
pour C défini par (1.2). On suppose que pour tout p = (h, z) appartenant a la courbe
d’équation affine (1.2), i.e.,

C ={(h,z) : det(A — zI) = 0},
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l’espace propre (de A) correspondant est de dimension 1 et engendré par un vecteur
v(t,p) € V ou V est un espace vectoriel de dimension n. On a donc une famille
d’applications holomorphes qui envoient (h, z) € C vers ker(A — z1) :

fi :C— PV, pr— Cu(t,p). (2.1)

Posons
Li = f; (Os (1)) € Pic'(0), (2.2)

ot d = deg f:(C) et Opy (1) est le fibré en droites hyperplane sur PV et Pic?(C) la
variété de Picard de C, i.e., rappelons que c’est ’ensemble des fibrés en droites de
degré d sur C. Par continuité, le degré de L; ne varie pas avec le temps t. Soit H la
classe hyperplane de PV. On a

deq Ly = / ffiH= H.
c ft(C)
Cette derniere expression n’est autre que le dual de Poincaré de la classe de C et
coincide avec le degré de C. Donc deg L; = deg(C). Lorsque t varie, L; évolue dans
Pic?(C). Des lors, si on fixe un fibré en droite Ly € Pic?(C), alors le fibré en droite
Ly L' L; évolue sur la variété jacobienne

Jac(C) = HY(C,0¢)/H(C,Z) ~ H°(C,Q¢)* /H.(C,Z),

i.e., l'application L +— Ly' ® L induit un morphisme Pic?(C) =~ Jac(C). Le
mouvement du fibré en droite Ly '@ L; dépend du choix de la matrice B. Comme
nous 'avons signalé, Griffiths [21] a fourni des conditions nécessaires et suffisantes
(de nature cohomologique) sur la matrice B pour que le flot t — L; € Jac(C),
puisse étre linéarisé sur la variété jacobienne Jac(C). Sa méthode se base sur
I’observation que l'espace tangent aux déformations se trouve toujours dans des
espaces de cohomologie bien choisis. Par ailleurs, la cohomologie H' peut toujours
se réduire & la cohomologie H? en utilisant la dualité. Pres du point p = (h, 2) € C,
le probleme des valeurs propres

Av(t,p) = zv(t,p),

entraine que Bv = —9¥ 4+ Awv, pour une certaine fonction méromorphe A dépendant
de h, z et t. Alors, en définissant

[Laurent tail(B)], = {partie principale du développement de Laurent de A en p},

Le flot de Lax (1.1) peut étre linéarisé sur la variété jacobienne Jac(C) si et seulement
si pour tout p € (h)s (diviseur des poles de h), on a

[Laurent tail(B)], € combinaison linéaire {[Laurent tail(B)],

Laurent tail en p de toute fonction méromorphe
f sur C telle que : (f) > n(h)so}-
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Nous allons maintenant préciser tout cela avec un peu plus de détail. L’équation
(1.1) est invariante sous la substitution B — B + P(h, A), ou P(h,g) € Cl[h,g],
ce qui montre que B n’est pas unique et que sa place naturelle se trouve quelque
part dans un groupe de cohomologie. Soit donc B(t,h) =Y ), Bj:h*, un polynéme
de degré n. Soit D = h™!(c0) = >_inipj, nj > 0, (out h est vue comme étant
une fonction méromorphe) un diviseur positif sur C et soit z; une coordonnée locale
autour de p;. Il faut interpréter B comme étant un élément de H°(C, Hom(V, V(D))
ou V désigne le faisceau des sections du fibré trivial Cx V et V(D) = V@O¢ (D). Une
section de Op(D) s’écrit p = > p; oll ; = Z,;:l_n]_ asz, est une partie principale
(Laurent tail) centrée en p;. Le probleme de Mittag-Leffler peut se formuler comme
suit : Etant donnée une partie principale ¢;, trouver des conditions pour qu’il existe
une fonction ¢ € H°(C,O¢(D)) telle que ¢ — ¢; soit holomorphe autour de p;. La
réponse est fournie par la proposition suivante :

Proposition 8. Il existe ¢ € H°(C, O¢(D)) telle que ¢ — p; soit holomorphe autour
de p; si et seulement si

Z Resp, (pj.w) =0, (2.3)
J

pour toute forme différentielle holomophe w sur C.

Démonstration. On considere la suite exacte de Mittag-Lefler attachée au
diviseur D

0— O¢ — O¢(D) — Op(D) — 0.

On en déduit la suite de cohomologie ainsi que son dual

H(C,0¢(D)) “= HO(C, Op(D)) == H'(C, Oc) — H'(C, Oc(D)) — 0,
HY(C,0c(~D)) «— H(C,0p(D))* < HO(C, Q) «— H(C,0c(~D)),

ott HY(C, ) est I'espace des 1-formes différentielles holomorphes sur C. Le probléeme
est équivalent a la résolution de I’équation dp = 0 et a cause de la dualité ceci
revient & résoudre le systéme d’équations linéaires (5p,w) = 0, Vw € HO(C,Qc).
Considérons un recouvrement ouvert de C par des petits disques U; centrés en p;.
On suppose que sur chaque Uj, il existe une fonction méromorphe f; telle que :
Resy; (fj) = ¢j, si U; contient p; (sinon, on choisira la fonction nulle). Dés lors,
le cocycle §(p)i = {fi — fi} représente un élément de H'(C,O¢). La (0, 1)-forme
correspondante sous Iisomorphisme de Dolbeault H'(C,O¢) =~ Hg’l(C), est hA =
> 3(z;f;), ot {z;} est une partition de 'unité (supp z; C U; et >_jzj =1dansun
voisinage de p;) et h(p;) = 0. Rappelons que par définition, on a (dp,w) = [, ¢, ot
¢ est une représentation de Dolbeault relative a la forme cup-produit dp.w. Avec
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les notations introduites ci-dessus, on a donc

<5907w> = h/\wa
C

= /C > 0(zfiw),

= /C Zj: d(z; fjw),

= 113(1) Z d(zjfjw), (Vj(e) = disque de rayon € et de centre p;),
I\, V()

= —1irn/ d(z;fiw),
1 [ 25
= —27TiZRespj(fjw),
J

= —2mi Z Resy; (pjw).
J

Des lors, (0p,w) = 0, Vw € HY(C,Q¢), est équivalente & (2.3). Notons que le nombre
d’équations indépendantes de ce systeme de g équations linéaires a d inconnues, est
égal & g—dim Z(—D) ou Z(—D) est 'ensemble des formes différentielles méromorphes
w sur C telles que le diviseur (w) +D > 0. Or deux fonctions méromorphes ayant la
méme partie principale ne different que par une constante, donc dim H%(C, O¢(D)) =
deg D—g+1+dimZ(—D), i.e., le théoréme de Riemann-Roch. Finalement, le résultat
annoncé résulte de (2.3) et du fait que les suites ci-dessus sont exactes. [

On considere pres du point p = (h,z) € C, le probleme des valeurs propres
suivant : Av(t,p) = zv(t,p). Des lors, Av + Av = 20, et d’apres 1’équation de Lax,
on a A(v— Bv) = z(0— Bv). Par hypothese, 'espace propre de A est génériquement
de dimension égale & 1, i.e., la multiplicité des valeurs propres est (génériquement)
égale a 1, on en déduit que pour un certain A\, ¥ — Bv = —Av, ou ce qui revient au
meéme

Bv =19+ \jv, (2.4)

ou \; désigne la partie principale (Laurent tail) du développement de Laurent de A
en p. Le résidu de B, noté r(B), est la section de Op(D) induite par A dans (2.6)
(X possede des poles sur D). Autrement dit, le résidu r(B) € H(C,Op(D) est la
collection des parties principales (Laurent tails) (A;) données par (2.4). Le théoreme
de Griffiths [21], s’énonce comme suit :

Théoréme 9. Soit Im res C H°(C,Op(D) les parties principales (Laurent tails)
des fonctions méromorphes dans H°(C,Op(D). Alors, le flot Ly(11) dans Pic(C)
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est lin€aire si et seulement si
rB =0 mod.(r(B), Im res).

Si cette condition est satisfaite, alors le flot linéaire sur Jac(C) est donné par
Uapplication bilinéaire

(t,w) — t Y Resy, (\w), w e H(C, Q). (2.5)

2.2 Equations de Nahm sur l’algébre u(n) et le réseau de Toda

Les équations de Nahm [21, 23, 44] considérées ici portent sur trois fonctions (7}(t))j=1,2.3
a valeurs dans 'algebre u(n) formée des matrices antihermitiennes complexes d’ordre

n. Ces équations interviennent lors de 1’étude de monopoles et s’écrivent sous la
forme

. 1
T; = 3 ;qm[Tk,Tl],

ou €y, est le symbole de Levi-Civita,

+1 si (j,k‘,l) = (1,2,3), (3, 1,2) ou (2,3, 1),
€jkl = -1 si (j,k,l) = (3727 1)7 (17372) ou (27 173)7
0 sij=kk=loul=j.

Les équations de Nahm sont équivalentes & ’équation de Lax A = [B, A], ot

A = (T +iTy) — 2T3h + (T — iTy)h?,
1dA

= —5o =il — (T —iT))h, (2.6)

Soit C la courbe spectrale (dans I'espace des twisteurs 7P!) associée & ces équations.
C’est une courbe lisse d’équation

P(h, z) = det((Ty + iT) — 2iT3h + (T} — iT2)h? — 2I) = 0,

et son genre est égal & (n—1)2. Les coefficients du polynome P(h, z) sont indépendants
de t et sont des invariants des équations de Nahm. On a D = h™!(c0) = > p;.

Soit zj = )\jfj_l + Sj_l + Taylor, ot1 £ = h™! est une coordonnée locale autour de p;.
D’apres (2.6), on a autour de pj,

A = (Ty+iTy) = 2Ts8 " + (T) — iTh)E; 2,

B iTy — (Ty —iTo)&;
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. 3 p . —_— . . ? -
Les vecteurs propres v; satisfont a Av; = z;v;, d’on

(Ty + iTy — 2iT3h + (Ty — iTo)h*)v; = (\jh* + h + Taylor)v;,
ij = iTg — (T1 — iTg)hUj.
Des lors,
(T1 — iTg)h2Uj = z;v; + O(h),
ij = —(Tl — iTg)hUj + 0(1).

On a donc (11 — iT2)vj(p;) = Ajvj(p;), tandis que le résidu est donné par r(B) =
> j /\jzj_l. Par conséquent, 7B = 0 et (2.5) linéarise le flot en question sur la variété
jacobienne de C.

On reprend ici 'exemple du réseau de Toda périodique avec ’approche de Griffiths
[21]. Rappelons que le réseau de Toda [4, 17, 21, 52] (version discrete de ’équation
aux dérivées partielles non-linéaire de Korteweg-de-Vries) décrit un systeme de N
masses vibrantes reliées entre elles par des ressorts dont la force de rappel est
exponentielle. Le hamiltonien du réseau de Toda s’écrit

N N
H = 1 2 Tj—Tj41
- 5 y] + € 9
j:l j:l
d’ou les équations canoniques :
. o g O
Tj = Yj, yj——eJ Il eti—17E
On distingue deux cas :
(i) Le premier concerne le cas non périodique, i.e., 9 = —00, £n4+1 = +00, Ol

les masses sont disposées sur une droite. En utilisant la transformation de Flaschka
[17]:

1 ... 1
aj = €T, by = =Sy,
2
le systeme de Toda s’écrit
. i 2 2
aj = aj (bjy1 —bj), by =2(aj —ajy),

avec ay41 = a1 et by41 = b1. On déduit de la premiere équation que Zjvzl bj ==
0, et on choisit la constante de renormalisation de telle fagon que Z;V:1 bj = 0.
C’est une intégrale premiere du systeme en question et pour montrer que celui-
ci est completement intégrable, il faut trouver N — 1 autres intégrales premieres

fonctionnellement indépendantes et en involution. Le systeme précédent s’écrit sous
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la forme de Lax A = [B, A], o

b1 ay 0 anN 0 a —apn
ap by : —a; 0

bn—1 an—1 5 R . an—1
aN PR 0 aN—l bN a’N PEEEY PEEEEY _a/N—l 0

Le spectre de la matrice tridiagonale A demeure constant sur toute la trajectoire
de I'équation de Lax. Donc le réseau de Toda peut-étre considéré comme une
déformation isospectrale de la matrice A¥ dont le spectre fournit les intégrales
premieres %trAk, 1 < k < N. Notons que pour k = 1, on retombe sur 'intégrale
premiere trouvée précédemment. Comme ces N intégrales premieres sont indépendantes
et en involution, on en déduit que le réseau de Toda est un systeme complétement
intégrable.

(ii) En ce qui concerne le cas périodique, i.e., yj+n = yj, Tj4N = x;, les masses
reliées seront disposées sur un cercle. On montre dans ce cas, que le spectre de la
matrice de Jacobi périodique

by ap O o anh7!
ap by :
Ath)=1 o . - - 0 :
: bnv-1 an-—1
anyh -+ 0 an—_1 by

reste invariant dans le temps. La matrice B dépendant du parametre spectral h, a
la forme

O aq e e _aNh_l
—ai 0
B(h) - )
: aN-—1
aN]l N PN —anN—1 O

et le reste suit de la théorie générale. Notons que si a;(0) # 0, alors a;(t) # 0 pour
tout t. Puisque A" (h) = A(h™'), alors

P(h,z) = det(A(h) — 2I) = P(h ™1, 2).
Des lors, ’application
0:C—C, (h,2)— (h71,2), (2.7)
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est une involution sur la courbe spectrale C. On choisit

bl aq
0 anN aq b2 0 ... 0
Ay =1+ . 1 | hTh il R R
0 .. 0 bN—l anN-—1 anN ... 0
by an

Notons qu’ici la matrice A(h) est méromorphe (alors que précédemment nous ’avons
considérée comme étant un polynéme en h) mais nous allons voir qu’on peut adopter
la théorie a cette situation aussi. On a

N-1
P(hz)=— ] aj.(h+ )+ 2N + ez + 4 en.
j=1

Supposons que vaz_ll a; # 0 et posons
P(h,z
Q) = i)
Hj:l a;
— hahlg zN+clzN_1+...+cN

)

N-1
Hj:l a;

= h+h P 4deN +diZN T+ L+ d.

Dans CP?, la courbe algébrique d’équation affine Q(h, z) = 0, est singuliere & Iinfini
pour n > 4. Nous allons calculer le genre de la normalisation C de cette courbe.
Notons que C est un revétement double de CP! ramifié en 2N points coincidant avec
les points fixes de I'involution o(16), i.e., ce sont des points o h = +1. D’apres la
formule de Riemann-Hurwitz [20], le genre g de la courbe C est N — 1. Considérons
le revétement C — CP! ci-dessus et posons z~!(0c0) = P+ Q, ot P et Q se trouvent
sur deux feuillets distincts du revétement. D’apres 1’équation Q(h, z) = 0, le diviseur
de h est (h) = NP — NQ. Dans ce cas, le diviseur D s’écrit D = NP + NQ, d’ou
B € H°C,Hom(V,V(D)). Le résidu r(B) € H°(C,Op(D) satisfait aux conditions
du théoreme 9 et par conséquent le flot linéaire est donné par l’application (2.5).
Pour calculer le résidu r(B) de B, nous alons déterminer un ensemble de vecteurs
propres holomorphes. On utilisera a cette fin, la méthode de van Moerbeke-Mumford
décrite précédemment. Nous allons tout d’abord calculer le résidu en Q et on en
déduira de facon similaire le résultat en P. Soit £ = Z?zl rj un diviseur général de
degré g tel que :
dmL(E+ (E—1)P—-kQ)=0, Vk.

Or d’apres le théoréeme de Riemann-Roch, dim £(€ + kP —kQ) > 1, donc dim L(E +
KP—kQ) = 1, Vk. Soit f;, € L(E+kP—kQ) = HO(C,Oc(E+kP—kQ)), 1 <k < N,
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une base avec fy = h. On peut choisir un vecteur v de la forme v = (fi...fx)",
de telle maniére que v soit un vecteur propre de A, i.e., Av = zv, (h,z) € C. Des
lors, V = h~'v est un vecteur propre holomorphe. Sans restreindre la généralité, on
prend N = 3. Le systéme Av = zwv, s’écrit explicitement

bifi +asfo+as=zf1, aifi+bafo+ash==zfs, aghfi+azfo+bsh==zh.

En multipliant chaque équation de ce systeme par h~', tout devient holomorphe
sauf la derniére équation, i.e., asfi = z + Taylor. Rappelons que le résidu r(B) de
B est la section de Op(D) induite par A dans I’équation Bv = v 4+ Av. Autrement
dit, on a Bv = r(B)v + Taylor et des lors

alfzh_l — a3h_1 0
—a1 f1h~t + as =1 0 | + Taylor.
azfr —agfoh™! z
On en déduit que r(B) = zh™' et rB = 0. La méme conclusion est valable

pour le résidu en P. Par conséquent, le mouvement du réseau de Toda évoluant
dans le temps ”complexe” se transforme en un mouvement rectiligne sur la variété
jacobienne de la courbe C.

3 Autres problemes résolus par la méthode des déformations
isospectrales

3.1 Le corps solide d’Euler et flot géodésique sur SO(4)

Nous allons étudier dans cette partie le corps solide d’Euler et le flot géodésique
sur le groupe SO(4) via la méthode de la courbe spectrale [4, 5, 22, 31, 37]. Les
équations d’Euler, peuvent s’écrire sous la forme

M = [M,AM], (3.1)
avec
0 —ms mo 0 —)\3m3 )\ng
M = ms 0 —mi y AM = )\31713 0 —)\17711 5
—1Mm9 mq 0 —)\ng )\1m1 0

ou \; désignent les inverses des moments d’inertie et (my, ma, m3) sont les moments
angulaires du solide. I’équation (3.1) est équivalente a I’équation de Lax A = [A, B],
avec A =M + ah, B=AM + (h,

a; 0 O ap 0 O
o = 0 (8%) 0 5 ﬁ = 0 ﬂ? 0 )
0 0 Qs 0 0 ,33
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et (conditions de Manakov [37])
_ B =D )\2:51—53 )\3:52—51

>\1 3 ) .
a3 — Qg Q] — Qa3 Qg — 1

Le polynéme caractéristique de A est

3 3 3
P(h,z):H(ajh—z)+ Zogm? h — ng z.
j=1 j=1 j=1

Le spectre de la matrice A = M + ah (comme fonction de h € C) ne dépend pas de
t et est donné par les zéros du polynoéme caractéristique P (h, z) = 0. Ce dernier est
’équation affine d’une courbe elliptique, i.e., en posant w = hz ™!,

3
22 H (ajw — 1) +2H 1w — 2H, = 0,
j=1

1 1
H, = 3 (Alm% + )\ng + Agmg) , Hy = 3 (m% + m% + m%) .

Le flot se linéarise sur la jacobienne de cette courbe elliptique c’est-a-dire sur la
courbe elle-méme. En conclusion, on a

Théoreme 10. Les équations du mouvement d’un corps solide autour d’un point
fize dans le cas d’Fuler, s’intégrent au moyen de fonctions elliptiques.

On considere le groupe so(4), son algebre de Lie SO(4) et la forme de Killing
dans SO(4) (X,Y) = —3 tr (X.Y), ou

0 —I3 xIo —X4
T 0 —xr1 —x
X = 3 ! > | € so(4).
—X9 X1 0 —Tg
T4 5 g 0

Une métrique invariante & gauche sur SO(4) est définie par une application linéaire
symétrique non-singuliere A : so(4) — so(4), X —— A.X, avec (¢X,gY) =
<X , A_l.Y>, g € so(4). Des lors le flot géodésique pour cette métrique s’écrit sous
la forme (Equations d’Euler-Arnold),

X =[X,AX], (3.2)
ou
0 —A3T3 ATy —A\xq
o A3T3 0 —A1T1  —A55
AX = s Aty 0 ez € so(4).
ATy AsTs A6 0
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L’équation (3.2) est un flot hamiltonien pour la structure symplectique de Kostant-
Kirillov induite sur l'orbite

O = {Ady(X) = g ' Xg:g€s04)}, X €so4), (3.3)

formé par D'action coadjointe Ad}(X) = ¢g~'Xg du groupe SO(4) sur le dual de
l'algebre de Lie so(4)* ~ so(4). Solent Z1Z2,X € so(4) et & = [X,Z1], & =
[X, Z5] deux vecteurs tangents a l'orbite ci-dessus. Sur une telle orbite, la structure
symplectique (entre &; et &) est définie par

(51752) = <X’ [ZlaZQD = <[X7 Zl]’ZQ>'

Notons que l'orbite O (3.3) (espace de phase) est une sous-variété de dimension
quatre. On a

det (ng_l) = det X = (x124 + zow5 + x3x6)2 ,
tr (ng_1)2 = tr (XQ) = -2 (az% +:13% + .- +x§) .

Il faut toujours chercher tr (gX g_l)n pour n paire. Pour n = 2 on a obtenu trX?,
pour n = 4 on aura le produit de trX? avec det X donc pas de nouveautés et la
meéme conclusion se repete pour n = 6,8, ... L’orbite O est donc définie par les deux
invariants orbitaux suivants :

det X = x1x4 + 2025 + 23756, (3.4)
1
—itr(XQ):x%—l—:L‘%—l—--'jo%. (3.5)

Les fonctions H définies sur cette orbite déterminent des champs de vecteurs hamiltoniens
X =[X,VH(X)]. Notons que VH est antisymétrique. En particulier

6
== Nad, (3.6)
7j=1

conduit au mouvement du flot géodésique (3.2). Ici on prend pour espace de
phase, lorbite de X. En effet, on peut étre tenté de prendre SO(4) mais ce choix
est a exclure car la structure symplectique est dégénérée (en fait on n’a pas de
structure symplectique tout simplement), par contre dans l'orbite de X la structure
symplectique est non dégénérée. Les constantes du mouvement sont données par les
deux invariants triviaux (3.4), (3.5) d’orbite O (3.3) et par un invariant non trivial
H (3.6). L’espace de phase étant de dimension 4, alors pour que le systéme en
question soit completement intégrable, il faut trouver un quatriéme invariant non
trivial. Un calcul direct montre que le systéeme est completement intégrable si la
condition suivante est satisfaite

AA6AL + A1 A2 A5 — A1 Ao A + AsdgAs — AsAgAd — A3 A2 )s
F A4 A2 A5 + AgA1 A3 — M A1 A5 + AgAads — AgAads — A AgA3 = 0.

H = XAX

l\')\P—‘
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Cette relation est invariante par translation cyclique : 1 — 4, 2 — 5, 3 — 6, et elle
est vérifiée si

A = 52-53 Ny — B —Ps ﬁ3 s = Pi— P

a9 — O3 ap — (12

81— B % CB- g B3 — B1 (3.7)
Ay = As = ——, A¢=

oq—oz4 9 — Oy 3—044

avec o, 3; € C, Hj<k (aj — ag) # 0. Cette paramétrisation [37] implique que les
équations (3.2) peuvent s’écrire sous la forme de Lax

—_——
X +ah=[X+ah,AX + 3h], (3.8)

avec « = diag(aq, ag, ag, ay), B = diag(B1, Be, B3, B41), ce qui est équivalent

X = [X,AX] <= (32),
(X, 0] + [o, AX] = 0« (3.7),
[a, 8] = 0 satisfaite pour les matrices diagonales.

L’équation (3.8) est un flot hamiltonien sur une orbite définie dans une algebre de
Kac-Moody. Considérons donc l'extension de gi(n,C) (pour n = 4) de I’algebre de
Kac-Moody

N
L =gl(n,C) = {Z A;ht: Ay € gl(n), N €Z, arbitraire} ,

avec le commutateur [A(h), B(h)] =), (Z,H_j:k [A;, Bj]) h* et la forme de Killing
sur gl(n, C), (A(h), B(h)) = >_,, ;-1 tr(4;B;). On obtient ainsi une forme bilinéaire,
ad-invariante, non dégénérée et symétrique. En outre, cette algebre de Lie admet
une décomposition naturelle £ = KGN, avec K = {Zi>0 Aihi}, N ={>,.oBih'}.

On a pour la forme de Killing ci-dessus K+ = IC, Nt = N ot Kt et N+ désignent
'orthogonal de K et A/ respectivement. Le dual de A s’identifie & K, i.e., N* ~ K+ =
K. Le groupe de Lie de dimension infinie sous-jacent & A/ agit de maniére coadjointe
sur le dual N'* et définit sur ses orbites une structure symplectique avec un crochet de
Poisson {H1, Ha} (a) = (a, [Vn+«Hi,Va+Hal), ot a € N* et VyH; € N, j =1,2.
Toutes les fonctions définies sur cette orbite sont en involution en vertu du théoreme
d’Adler-Kostant-Symes et les champs de vecteurs correspondants s’écrivent sous la
forme a = [a,ProjiVH]. L’élément a = X + ah € N* comme dans I’équation
(3.8), définit une orbite dans N'* et une structure symplectique; toutes les fonctions
L-invariantes % (ah_l)k h2, k > 3, fournissent des champs de vecteurs hamiltoniens
commutants

sy [X + ah, Projc ((Xh—1 n oz)k_lh)} — [X +ah,Y + B,
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k—1 k—1
ouY;; = %i al:z] Xij, B= of~1. En prolongeant ce fait aux fonctions analytiques,
on obtient I’équation de Lax (3.8). Cette derniere signifie que pour tout h € C, le
spectre de la matrice (X +«h) est un invariant (ne dépend pas de t) de la trajectoire
de X + ah sous le flot (3.8). Autrement dit, Les coefficients de z’h’ apparaissant

dans I’équation définissant la surface de Riemann
I': {(z,h) € C*:det (X +ah—zI) =0}, (3.9)

associée a I’équation (3.8), sont des intégrales premiéres en involution pour la structure
symplectique de cette orbite. En effet, explicitement on a

4
det(X + ah — zI) :H ajh — z )+ Q22° — Q3zh + Q4h? + Q3
7=1

ou
Q1 = wew3 + w411 + 1275,
Q2 = @i+ a5+ a3 +af +ad +af,
_ 2 2 2
Q3 = (a1 +aq)z] + (o + ag) 25 + (a3 + aq) 23
2 2 2
+ (a2 + ag) zf + (a1 + asz) 25 + (a1 + a2) x5,
_ 2 2 2 2 2 2
Qs = Q1O4T] + QagTy + 34Ty + 3Ty + 1 Q3T5 + T,

Notons que @1 et Q2 sont les invariants d’orbites trouvés dans (3.4) et (3.5). On
peut vérifier aisément que Q1 et ()2 sont des invariants triviaux tandis que Q3 et
Q4 sont des invariants non triviaux. Ces intégrales premieres sont en involution et
fonctionnellement indépendantes. En posant @); = c;, 1 < j < 4, ou ¢ sont des
constantes génériques, on obtient

4
T: H (ojh — z) + 922 — cgzh + cyh® + c% =0.
j=1

En faisant le changement de carte suivant (h, z) — (w =htu= zh_l), I’équation
ci-dessus s’écrit

4
I: H (oj —u) + (02u2 — c3u+ c4) w? + Awt = 0. (3.10)

L’application o : I' — T, (w,u) — (—w, u), est une involution sur I et le quotient
'y =T'/o est une courbe elliptique définie par

4
To:v?= (02u2 —c3u + C4 — 4¢3 H (3.11)
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La courbe I" est un revétement double I' — Ty, (w,v,u) — (v, u), ramifié le long
de Fo,
9 v—02u2+03u—04
we = 5 )
r: 22 (3.12)
v? = (cou® — c3u + 04)2 —4c} H?:l (aj —u).
La courbe I' possede quatre points & 'infini p; (1 < j < 4) et quatre points de
branchements ¢; = (w = 0,v = cou? — cau + ¢4, u = o), (1 < j < 4), sur la courbe
elliptique I'g. La structure des diviseurs de a et § est

4 4 4
(w):qu—ij, (u):4zéros—2pj.
=1 j=1 =1

D’apres la formule de Riemann-Hurwitz [20], le genre de la courbe I' est 3. La variété
jacobienne Jac(I') se décompose en deux parties : une partie paire Jac (Ig) c’est-
a-dire ici une courbe elliptique I'g = I'/o et une partie impaire notée Prym(I'/T)
(variété de Prym). La méthode de linéarisation étudiée précédement détermine une
application algébrique de la variété affine complexe ﬂ?zl {z:Qj(x) = ¢;} C C° vers
la variété de Jacobi Jac (I') et par I'antisymétrie de I', cette application envoie cette
variété vers la variété de Prym Prym(I'/T) :

4
) {x: Qi) = ¢;} — Prym(T/To), @ — s1+ 55+ 83,
j=1

de telle facon que les flots complexes engendrés par les constantes du mouvement
soient des mouvements rectilignes sur la variété Prym(I'/Ty), i.e.,

3. rsi®)

Z/ (wl,WQ,W?,):(O,k,Z),

j=1"Pi

ol (w1,wsa,ws) est une base de différentielles holomorphes sur la courbe I" telle que:
oc*w1 = w1, 0fwy = —w9 et o*wz = —ws pour 'involution ¢. Finalement, on a le
résultat [4, 5, 22, 31] suivant :

Théoréme 11. Sous la condition (3.7), les équations d’Euler-Arnold (3.2) se linéarisent

sur la variété Prym(I'/Ty) ou T' (3.10) ou (3.12) est une surface de Riemann de
genre 3 et Ty (3.11) est une courbe elliptique.

3.2 Potentiel quartique, systeme de Garnier, équations couplées
non-linéaires de Schrodinger et champ de Yang-Mills avec groupe
de jauge SU(2)

Considérons le hamiltonien

1 1 1
H = By (x% + x%) -3 ()\ly% + /\295) + 1 (y% + yg)Q, (3.13)
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ou A1 et Ao sont des constantes. Le systéme correspondant est donné par

i1 =\ — v —v3) v, o= (A2 —v3 — yi) v (3.14)

Pour de plus amples informations concernant le systeme de Garnier on pourra
consulter par exemple les références [19, 47, 54].

Théoréme 12. Le systeme différentiel (3.14) admet une paire de Lax de sorte que
la fonction

Hy = (($1y2 —zay1)” — (Mayi + Miya) — (M + X2 y%l/%)

1

4
1

+§ (Mg (y% + y%) — (/\zx% + )qx%)) )

est une intégrale premiére quartique et la linéarisation s’effectue sur la jacobienne

d’une courbe hyperelliptique de genre 2.

Démonstration. Considérons la forme de Lax (1.1) et choisissons suivant une
méthode d’Eilbeck & al. [16] (voir aussi [35]) les matrices suivantes:

U v 0 1
= ) 2=(ko):

ol
Vo= —(h=X)(h— ) <1+;(hy%A1+hy%A2)>7
U= M) A) (fiyil i hxiy;) ’
W = mown-a (S e 182 dut ).
R = h—yl—ui

Explicitement, I’équation (1.2) fournit

H:2? = Ps(h) == (h— A1) (h — A2) (R* — (A1 + Ao)h® + (MAe — Hi)h — H) |
(3.15)
avec Hy = H (3.13) et

Hy = (Mgt + Ays + (M + A2)iys — (2192 — 211)?)

1
1
1

—5 (ot + Xiad = Mda(yf +13)) -

On vérifie aisément que les deux intégrales premieres H; et Ho sont en involution
et que le systeme en question est intégrable. Le flot est donc linéaire dans la variété
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jacobienne de la courbe d’équation affine (3.15). Le polynéme Ps (h) étant de degré
cing, la courbe est de genre 2 et on a donc une linéarisation sur la jacobienne d’une
courbe hyperelliptique de genre 2. Introduisons, suivant une méthode de Vanhaecke
[54], deux coordonnées s; et sy sur la surface invariante

2
Mczm{l‘€C42Hi($):Ci},
=1

telles que : M. (s;) =0, A1 # Ao, i.e.,

1
sitsy = o (U1 +u3) + i+ (3.16)
1
512 = 3 (Aot + M1w3) + Aida. (3.17)
Un calcul direct montre que :
P; P;
oV V()
S1 — 89 S92 — 81

ou le polynome P (s) est défini par (3.15). Ces équations s’intégrent via ’application

d’Abel , .
H—>Jac(H):(C2/A,pb—></ w1 , /W2)7
Po 2

H est la surface de Riemann hyperelliptique donnée par I’équation (3.15), A est le
réseau engendré par les vecteurs ny+Qng, (n1,n2) € Z2, Q est la matrice des périodes
de la surface de Riemann H et (wi,w2) une base de différentielles holomorphes sur
H, i.e.,

ds sds

W =7/, W=
vV Fs (s)

Ps (s)

avec pg un point fixé. [

En utilisant la théorie des lacunes [10], on peut exprimer les solutions du probléme
en termes de fonctions elliptiques. On utilise & cette fin, la fonction elliptique p de
Weierstrass, la fonction elliptique de Backer-Akhiezer ainsi que quelques propriétés
de I’équation aux dérivées partielles non-linéaire de Korteweg-de-Vries. Les solutions
en termes de fonctions elliptiques que I'on cherche a déterminer sont solutions du
probléme spectral suivant :

Ly = Mo, (3.18)
ou L = aa—;g — U (x), est Popérateur de Strum-Liouville dépendant du potentiel
elliptique

N
U(x) :QZp(x—xi)—i—C, (3.19)
i=1
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et A est un parametre spectral. Ici v = 1 (xz,\) est un vecteur propre (fonction
elliptique de Backer-Akhiezer) de l'opérateur L, p est la fonction elliptique de
Weierstrass, C' est une constante et x1, ...,z appartiennent au lieu

A=< (x1,..,xN GCN Zp _933 ) =0, sz?éx]»]—l N
i#]

La géométrie du lieu A a été étudiée par plusieurs auteurs (voir [7] par exemple).
On sait que A est non vide pour N = @, ou g est le nombre de lacunes dans
le spectre ou ce qui revient au méme le genre de la courbe hyperelliptique associée.

Lorsque x; = z; (t), j = 1,..., N, évolue selon la loi

B =—12) o (2 — z))

i#£]

alors [7] la fonction (3.19) est une solution elliptique de I’équation de Korteweg-de
Vries :

oo Pu_
Ot u@x ox3

et il existe une relation avec le systeme completement intégrable de Calogero-Moser
décrit par le hamiltonien :

Zyz_QZp —.%']

i#j

ol ¥;, x;, @ = 1,..., N sont des variables canoniques. Considérons le potentiel associé
a I’équation (3.18) et normalisé a I'aide de son développement au voisinage de z = 0
comme suit

6
U(r) = 3 +ona” +aoa’ +aza’ + aua® + -+ (3.20)

Ce potentiel satisfait & ’équation de Novikov [46] : 27 ¢ %% =0, ou ¢; sont des

0S;
constantes, —- est la dérivée variationnelle de la fonctionnelle S;, et

ou
1 [ou)?
S_1 = /udw, S = / <2 <(‘9th> +u3> dzx,
1/0%u\> 5 ,0%u 5
S():/U2d$, SQZ/<2 <8l‘2> - = 2@"‘ U)dl‘,
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sont des intégrales premieres de I’équation de Korteweg-de Vries. Des lors la courbe
algébrique associée au potentiel (3.20) a la forme [9] :

1
w? = 2 —35012° — 63as2" + 5 (5670] + 29703) 2 + 137710 — 1287ay,
5

(z —zi). (3.21)
=1

)

On déduit de la formule des traces [46], que

Y C
51+ 82 = —Zp(m—xj)—i, (3.22)
i=1
al 1
sis2 = 3) ple—m)p(e—x)) - g Ve
ij=1
i
5 N
1 3C 3C*
+5 ijz_l Zizj + - ; o(x—x;) + = (3.23)

i(J

ou 21, ..., z5 sont les points de branchements de la courbe d’équation (3.21). Nous
voulons que la courbe spectrale H (3.15) soit associée a la courbe algébrique (3.21).
Soient z, et zg deux points distincts sur la courbe (3.21) lesquels seront subtitués
aux points de branchements A;, A2 de la courbe H (3.15). En utilisant le systéme
de Garnier (3.14) ainsi que les expressions (3.16), (3.17), (3.22), (3.23) et (3.19), on
obtient

i —U@)yr = (M —2(2a +Yp)) v1,
Go—U(T)y2 = (A2 —2(2a +yp)) v

Par conséquent, on a

Théoreme 13. Supposons que A1 = 3z4 + 225 et Ay = 224 + 325 0l 2z, et zg sont
deuz points de branchements sur la surface de Riemann d’équation (3.21). Alors les
solutions du systeme en question sont données par

2_ 1 q>+2z2+(30—2z)i (x —x;) + g—z C
Y1 = [e% @ o 7 4 « )

Zap i1

-1 N 3C
ygz{@+2z§+(30—225)29(x—mi)+ (4—7;5) C},

a3 i—1
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0l ZoB = Za — 283,

Ngz
6 p(x—a)p(x—1a5)— + Z 2i%j,
1<i(j<N 1<i<5<5

o

et z1, ..., z5 sont les points de branchements sur la surface de Riemann (3.21) et p
est la fonction elliptique de Weierstrass.

Les équations couplées non linéaires de Schrodinger [11] s’écrivent:

Oa  0%a Lo gy _
io+ o + at g (]a\ +\b\) 3(a +)a = 0, (3.24)
0b 9% 9 Lo\ T
im=+ 5y — Qb+ 3 wwﬂm) m+bﬂ._u
Les fonctions a (z,t) et b (z,t) dépendent des variables z et ¢, la notation “—" désigne

Popérateur de conjugaison complexe, “||” désigne le module et enfin Qy est une

constante. On cherche les solutions de (3.24) sous la forme :

a(z,t) =y (t)exp (iQz), b(z,t) = ya (t) exp (iQ2) ,

ou y; (t) et y2 (t) sont deux fonctions et 2 une constante arbitraire. Dés lors, on
obtient un systeme de deux équations différentielles non-linéaires de second ordre :

i+ W+ n = (Q—Q0) i,
Jot (i + 1)y = (2+Q0) 2.

Ce dernier s’écrit sous la forme du systéme hamiltonien (3.13) avec Ay = Q — Qq,
Ao = Q + Qq et il suffit d’appliquer les résultats obtenus précédemment.

Soit Fyy le champ de Yang-Mills dans 'algebre de Lie Tpsu(2) du groupe su(2).
C’est une expression locale du champ de Jauge ou connexion Ay définissant la dérivée
covariante de FJ; a ’aide de I'expression:

OF;
ik = 5= b Ak Pl =0, Fu, Ap € Tesu(2), 1< k,1<4,
Tk
dans laquelle [Ag, Fy;] est le crochet des deux champs dans I’algebre de Lie du groupe
de Lie SU(2) et

0A; 04
Fy === + [A, A
Dans le cas qui nous intéresse, on a g—fkl =0,(k#1), Ay = Ay =0, A3 = U, €
su(2), Ay = n2Uz € su(2), ot ny = [ng,[n1,n2]] et ny = [n1,[n2,n1]] engendre

u (2) et le systeme de Yang-Mills devient

O*U o*U:
8t21 +U1U2 - 7 8t22 +U2U1 - 7
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avec t = 11. En posant Uy = q1, Us = qo, 88%

L= p1, % = po, les équations de
Yang-Mills s’écrivent sous la forme d’un champ de vecteurs hamiltonien

OH O -1
) pr _— prd T —
X J 8x ) X (Q17QQ7P17P2) ) J < T O ) )
oun H = %(p% —i—p% +q%q§). Ce systeme hamiltonian joue un role important en

théorie des champs. En utilisant la transformation symplectique p; = a (21 + x2),

. . . 3
p2 = a(r1 —x2), 1 = B(y1 +1y2), @2 = B(y1 —iye), ol a = @ et B=1(V2)",
on réecrit le hamiltonien ci-dessus sous la forme

1 1
H=§(ﬂsf+$§)+1(yf+y§)2,

lequel coincide évidemment avec (3.13) pour A\; = Ay = 0.
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