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3-�ÀÑÊ�ÀÑÊÈÂ.À. ÒÀØÊÈÍÎÂAbstra
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onstru
t a planar graph without 4- and 5-
y
les andwithout interse
ting triangles that has 366 verti
es and no list 3-
oloringfrom a set of 4 
olors.Keywords: planar graph, list 
oloring, 3-
hoosability.1. ÂâåäåíèåÏóñòü G � îáûêíîâåííûé ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (G) è ìíîæåñòâîìðåáåð E(G). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîé âåðøèíå v ∈ V (G) ïîñòàâëåíî â ñî-îòâåòñòâèå ìíîæåñòâî L(v) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåìîå ïðåäïèñàíèåì äëÿäàííîé âåðøèíû. Ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêîé ãðà�à G íàçûâàåòñÿ ñîïîñòàâëå-íèå êàæäîé âåðøèíå v ∈ V (G) öâåòà cv ∈ L(v) òàê, ÷òîáû cx 6= cy äëÿ ëþáîéïàðû ñìåæíûõ âåðøèí x, y ∈ V (G). Åñëè ïðè ýòîì | ∪v∈V (G) L(v)| = k, áóäåìíàçûâàòü òàêóþ ðàñêðàñêó ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêîé â k öâåòîâ. Íàêîíåö, åñëèïðè ëþáîì âûáîðå ïðåäïèñàíèé äëÿ âåðøèí ãðà�à G, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëî-âèþ |L(v)| ≥ λ äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G), ãðà� G èìååò ïðåäïèñàííóþðàñêðàñêó, òî ñàì ãðà� G íàçûâàåòñÿ ïðåäïèñàííî λ-ðàñêðàøèâàåìûì, à åãîïðåäïèñàííûå ðàñêðàñêè íàçûâàþòñÿ ïðåäïèñàííûìè λ-ðàñêðàñêàìè.Tashkinov, V.A., On planar graphs without list 3-
oloring.
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686 Â.À. ÒÀØÊÈÍÎÂÏîñëå îïóáëèêîâàíèÿ �ð¼öøåì [5℄ òåîðåìû î 3-ðàñêðàøèâàåìîñòè (ò. å. îðàñêðàøèâàåìîñòè â 3 öâåòà) ïëîñêèõ ãðà�îâ áåç òðåóãîëüíèêîâ èññëåäîâà-íèÿ â ýòîé îáëàñòè ñîñðåäîòî÷èëèñü íà âûÿñíåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ 3-ðàñêðàøèâàåìîñòü ïëîñêèõ ãðà�îâ ãàðàíòèðóåòñÿ äàæå ïðè íàëè÷èè òðåóãîëü-íèêîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè èññëåäîâàíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû ïðåèìóùåñòâåí-íî âîêðóã äâóõ ãèïîòåç: âî-ïåðâûõ, â 1976 ãîäó Ñòåéíáåðã ïðåäïîëîæèë, ÷òîâñÿêèé ïëàíàðíûé ãðà� áåç öèêëîâ äëèíû 4 è 5 ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì(ñì. [6℄). Âî-âòîðûõ, â 2003 ãîäó Áîðîäèí è �àñïî [1℄ ïðåäïîëîæèëè, ÷òî âñÿêèéïëàíàðíûé ãðà� áåç öèêëîâ äëèíû 5, íå èìåþùèé ïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëü-íèêîâ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì. Òàê â [2, 13℄ íåçàâèñèìî áûëî äîêà-çàíî, ÷òî âñÿêèé ïëàíàðíûé ãðà� áåç öèêëîâ äëèíû 5, â êîòîðîì òðåóãîëüíèêèóäàëåíû äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå íå ìåíåå 3, ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì.Ïîñëå ââåäåíèÿ Â. �. Âèçèíãîì [3℄ ïîíÿòèÿ ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêè îáûê-íîâåííûõ ãðà�îâ íà÷àëèñü èññëåäîâàíèÿ ïðåäïèñàííîé 3-ðàñêðàøèâàåìîñòèïëîñêèõ ãðà�îâ. Â ÷àñòíîñòè, â [9, 4, 11℄ áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïëîñêèõãðà�îâ áåç òðåóãîëüíèêîâ, íå èìåþùèõ ïðåäïèñàííîé 3-ðàñêðàñêè. Ïîñëåä-íèé èç èçâåñòíûõ íàì ïðèìåðîâ [11℄ ñîäåðæèò 97 âåðøèí è íå èìååò ïðåä-ïèñàííîé 3-ðàñêðàñêè â 5 öâåòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [4℄ áûëà ñ�îðìóëèðîâàíàïðîáëåìà: âñÿêèé ëè ïëîñêèé ãðà� áåç òðåóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïèñàííî
3-ðàñêðàøèâàåìûì â 4 öâåòà?Ïàðàëëåëüíî, ñíà÷àëà â [10, 7℄ áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïëîñêèõ ãðà�îâ áåçöèêëîâ äëèíû 4 è 5, íå èìåþùèõ ïðåäïèñàííîé 3-ðàñêðàñêè, à çàòåì â [8, 12℄ áû-ëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïëîñêèõ ãðà�îâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ òðåóãîëüíèêàìèè áåç öèêëîâ äëèíû 4 è 5, òàêæå íå èìåþùèõ ïðåäïèñàííîé 3-ðàñêðàñêè. Ïî-ñëåäíèé èç íèõ [12℄ ñîäåðæèò 380 âåðøèí è íå èìååò ïðåäïèñàííîé 3-ðàñêðàñêèâ 5 öâåòîâ. Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ïðèìåð ïëîñêîãî ãðà�à íà 366 âåðøèíàõ,êîòîðûé íå ñîäåðæèò öèêëîâ äëèíû 4 è 5, íå èìååò ïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëü-íèêîâ è íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïèñàííî 3-ðàñêðàøèâàåìûì äàæå â 4 öâåòà.

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

s

B
B
B
BB
J

J
J

JJ

�
�

�
��

��

�
�
�
��

B
B

B
BB

�
�
�

@@












A
A

A

A
A
A

�
�
�
��

��

�
�

�

B
B
B
BB

@@












B
B
B
BB

J
J

J
JJ

�
�

�
��

(3)

(2, 3, 4)

(1, 3, 4)

(1, 2, 4)

(1, 2, 3)

(1, 2, 4)

z0

z1

T0
(2, 3, 4)

(1, 3, 4)

T1

(1, 2, 3)

(1, 2, 3)

(1)

(3)

(2)

(2)

(1)

(2)

(2, 3, 4)

(2, 3, 4)

(1, 3, 4)

(1, 3, 4)

(1, 2, 4)

(1, 2, 4)

(1, 2, 4)

(1, 3, 4)

(1, 3, 4)

(3)

à) �ðà� H ′. á) �ðà� H ′′.�èñ. 1.



Î ÏËÀÍÀ�ÍÛÕ ��ÀÔÀÕ ÁÅÇ Ï�ÅÄÏÈÑÀÍÍÎÉ 3-�ÀÑÊ�ÀÑÊÈ 6872. Îñíîâíîé ðåçóëüòàòÏóñòü H ′

α,β è H ′′

α,β , α, β ∈ {3, 4} � ãðà�û, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2 è ðèñ. 3ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäûé èç íèõ íå ñîäåðæèò öèêëîâ äëè-íû 4 è 5 è íå èìååò ïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ. Êðîìå òîãî, âåðøèíû ñîäíîýëåìåíòíûìè ïðåäïèñàíèÿìè, êîòîðûå ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòüïîëþñàìè, â êàæäîì èç íèõ óäàëåíû äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå 3.Ëåììà 1. �ðà�û H ′ è H ′′, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1, íå èìåþò ïðåäïèñàííîéðàñêðàñêè.
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α,β , α, β ∈ {3, 4}.
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�èñ. 3. Graph H ′′

α,β , α, β ∈ {3, 4}.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ãðà� H ′. Äëÿ ãðà�à H ′′ ðàññóæäå-íèÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïèñàííàÿ ðàñêðàñêà åñòü.Êàæäûé èç ÷åòûðåõ ïîëþñîâ ìîæåò áûòü ðàñêðàøåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì.Íî òîãäà äëÿ êàæäîé èç äâóõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà T0, ñìåæíûõ ñ ïîëþñàìè,âîçìîæíîé îñòàåòñÿ îäíà è òà æå ïàðà öâåòîâ, � 2 è 4, íè îäíèì èç êîòîðûõ íåìîæåò áûòü ðàñêðàøåíà òðåòüÿ âåðøèíà z0 òðåóãîëüíèêà T0.Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíà z0 ìîæåò áûòü ðàñêðàøåíà òîëüêî öâåòîì 3. Àíà-ëîãè÷íî, âåðøèíà z1 òîæå ìîæåò áûòü ðàñêðàøåíà òîëüêî öâåòîì 3. Íî òîãäàäëÿ âñåõ òðåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà T1 âîçìîæíûìè îñòàþòñÿ òîëüêî äâà öâåòà:
1 è 2, ò. å. ýòîò òðåóãîëüíèê ïðàâèëüíî ðàñêðàøåí áûòü íå ìîæåò. �



Î ÏËÀÍÀ�ÍÛÕ ��ÀÔÀÕ ÁÅÇ Ï�ÅÄÏÈÑÀÍÍÎÉ 3-�ÀÑÊ�ÀÑÊÈ 689Ëåììà 2. �ðà�û H ′

α,β è H ′′

α,β, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêàõ 2 è 3 ñîîòâåò-ñòâåííî, íå èìåþò ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêè.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ãðà� H ′

α,β . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ìî-æåò áûòü ïðåäïèñàííî ðàñêðàøåí. Ò. ê. ïîëþñà ìîãóò áûòü ðàñêðàøåíû åäèí-ñòâåííûì îáðàçîì, òî êàæäàÿ èç âåðøèí u0 è u1 äîëæíà áûòü ðàñêðàøåíàîäíèì èç öâåòîâ 1 èëè 2. Ïîýòîìó âåðøèíà v1 äîëæíà áûòü ðàñêðàøåíà öâå-òîì 3. Àíàëîãè÷íî, öâåòîì 3 äîëæíû áûòü îêðàøåíû âåðøèíû v0 è v2.Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî âåðøèíà u1 íå ìîæåò áûòü îêðàøåíà öâåòîì 2, ò. ê.â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðøèíà u0 äîëæíà áûëà áû áûòü îêðàøåíà öâåòîì 1. Âýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 1 íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíî ðàñêðàøåí ÷åòûðåõïîëþñíèêñ ïîëþñàìè v0, u1, v1 è u0. (Ñð. ñ ðèñ. 1à).)Òàêèì îáðàçîì, âåðøèíû u1 è u0 äîëæíû áûòü îêðàøåíû öâåòàìè 1 è 2ñîîòâåòñòâåííî. Íî òîãäà îáå âåðøèíû w0 è w2 äîëæíû áûòü îêðàøåíû öâå-òîì 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíà w1 òîæå äîëæíà áûòü îêðàøåíà öâåòîì 3, àêàæäàÿ èç âåðøèí y0 è y1 äîëæíà áûòü îêðàøåíà îäíèì èç öâåòîâ 1 èëè 2. Åñ-ëè âåðøèíà y1 îêðàøåíà öâåòîì 1, òî âåðøèíà y0 îêðàøåíà öâåòîì 2. Â ýòîìñëó÷àå ïî ëåììå 1 íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíî ðàñêðàøåí ÷åòûðåõïîëþñíèê ñïîëþñàìè v2, y0, w1 è y1. Åñëè æå âåðøèíà y1 îêðàøåíà öâåòîì 2, òî âåðøèíà
y0 äîëæíà áûòü îêðàøåíà öâåòîì 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñìåæíûå âåðøèíû x0 è x1äîëæíû áûòü îáå îêðàøåíû îäíèì è òåì æå öâåòîì 2, ò. å. è â ýòîì ñëó÷àåïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà.�àññìîòðèì òåïåðü ãðà� H ′′

α,β . Åñëè ïðåäïîëîæèòü âîçìîæíîñòü ñóùåñòâî-âàíèÿ ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêè ýòîãî ãðà�à, òî âåðøèíû w0 è w1 äîëæíû ïî-ëó÷èòü öâåò 3, à âåðøèíû v0, v1, v2 è v3 äîëæíû áûòü ïîî÷åðåäíî îêðàøåíûöâåòàìè 1 è 2.Åñëè âåðøèíà v3 îêðàøåíà öâåòîì 2, òî âåðøèíû v2 è v1 äîëæíû áûòüîêðàøåíû öâåòàìè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 1 íå ìîæåòáûòü ïðàâèëüíî îêðàøåí ÷åòûðåõïîëþñíèê ñ ïîëþñàìè w1, v1, v2 è v3. (Ñð. ñðèñ. 1á).)Åñëè æå öâåòîì 2 îêðàøåíà âåðøèíà v2, òî öâåòàìè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííîäîëæíû áûòü îêðàøåíû âåðøèíû v1 è v0. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ëåììå 1 íå ìîæåòáûòü ïðàâèëüíî îêðàøåí ÷åòûðåõïîëþñíèê ñ ïîëþñàìè w0, v2, v1 è v0. �Èòàê, ïðè α, β ∈ {3, 4} ìû ïîëó÷àåì ïî 4 ýêçåìïëÿðà ðàçëè÷íûõ ãðà�îâ
H ′

α,β è H ′′

α,β . Äâàæäû ïðèìåíÿÿ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó öâåòîâ 2, 3 è 4 âïðåäïèñàíèÿõ äëÿ âåðøèí ãðà�îâ H ′

α,β è H ′′

α,β , ìû ïîëó÷èì åùå ïî 8 ýêçåìïëÿ-ðîâ ãðà�îâ H ′

α,β è H ′′

α,β . �àññìàòðèâàÿ èõ âìåñòå ñ èñõîäíûìè, çàìåòèì, ÷òîãðà�û âèäà H ′

i,i è H ′′

i,i, i = 2, 3, 4, âñòðå÷àþòñÿ ïî äâà ðàçà. Óäàëèâ ïðîèçâîëü-íî "ëèøíèå"äóáëèêàòû ãðà�îâ H ′

i,i è H ′′

i,i, i = 2, 3, 4, ïîëó÷èì 9 ïàð ãðà�îâ
H ′

α,β è H ′′

α,β äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé α, β ∈ {2, 3, 4}.Â íàáîðå H ′

2,2,H
′

2,3, . . . ,H
′

4,4 çàìåíèì ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ãðà� H ′

i,j ,
i, j ∈ {2, 3, 4}, ãðà�îì H ′′

i,j . Ïóñòü, íàïðèìåð, i = j = 2. Îòîæäåñòâèì âñå "ñå-âåðíûå"ïîëþñà âñåõ ãðà�îâ èç íàøåãî íàáîðà H ′′

2,2,H
′

2,3, . . . ,H
′

4,4 â âåðøèíó A,à âñå "þæíûå� â âåðøèíó B. Ñîïîñòàâèì âåðøèíàì A è B ïî ïðåäïèñàíèþ
(2, 3, 4). Ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîé ïðîöåäóðû ãðà� íà 366 âåðøèíàõîáîçíà÷èì ÷åðåç G. ßñíî, ÷òî ãðà� G ïëàíàðåí, íå ñîäåðæèò öèêëîâ äëèíû 4è 5 (ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîëþñàìè èñõîäíûõ áëîêîâ ðàâíÿëîñü 3), íåèìååò ïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ (ïîñêîëüêó òîëüêî â H ′′

2,2 � ïåðâîì èç
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4 öâåòà. Íàêîíåö, ãðà� G íå èìååò ïðåäïèñàííîé ðàñêðàñêè, ïîñêîëüêó êàêáû íè áûëè âûáðàíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïèñàíèé öâåòà âåðøèí A è Bíàéäåòñÿ áëîê, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ïðåäïèñàííî ðàñêðàøåí.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ O.V. Borodin and A. Raspaud, A Su�
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