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Abstract. We de�ne the monotone functions of several real variables
as well as describe the admissible operations over those and study their
geometric structure. The suggested applications of our results to the
stability theory of multidimensional dynamical systems are provided.
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Çäåñü ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå ìîíîòîííîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ âåùåñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàåì ñâîéñòâà òàêèõ ôóíêöèé è äîïóñòèìûå îïåðàöèè
íàä íèìè. Çàòåì ðå÷ü èäåò îá óñòîé÷èâîñòè ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, äëÿ êîòîðûõ ìîíîòîííûå ôóíêöèè ñëóæàò èõ ¾ïåðâûìè¿ èíòåãðàëàìè
èëè ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äèíàìè÷åñêàÿ êàðòèíà äëÿ òàêèõ
ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íîé áëàãîäàðÿ ïðîñòîìó ãåîìåòðè÷å-
ñêîìó óñòðîéñòâó ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñ äðóãîé æå � ôóíêöèè Ëÿïóíîâà,
êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîîáðàçíûõ àâòîíîì-
íûõ ñèñòåì, íà ñàìîì äåëå îáû÷íî íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíû, íî è ìîíîòîííû.

1. Ìîíîòîííûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Â äàëüíåéøåì U
îçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïðî-
ñòðàíñòâà Rn ðàçìåðíîñòè n ≥ 2, çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ãëàäêàÿ âñþäó â D, êðîìå, âîçìîæíî, íóëÿ,
ãäå îíà íåïðåðûâíà, ïðè÷åì U(0) = 0.

Ôóíêöèþ U íàçîâåì ìîíîòîííîé â îáëàñòè D, åñëè (∇U(x), x) > 0 äëÿ
âñåõ òî÷åê x ∈ D, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íàøåãî óñëîâèÿ

Ivanov, V. V., Cheresiz, V. M., Monotone integrals and stability of autonomous
systems.

c© 2008 Èâàíîâ Â. Â., ×åðåñèç Â. Ì.
Ïðåäñòàâëåíà À.Ä. Ìåäíûõ 28 àâãóñòà 2008 ã., îïóáëèêîâàíà 18 ñåíòÿáðÿ 2008 ã.

351



352 Â. Â. ÈÂÀÍÎÂ, Â. Ì. ×ÅÐÅÑÈÇ

ìîíîòîííîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñòåò ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ
âäîëü ëþáîãî ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò.

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî U(x) > 0 äëÿ âñåõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ òî÷åê
x ∈ D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçóìååòñÿ, äàëåêî íå êàæäàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ ìîíîòîííà. Îäíàêî â ëîêàëüíîì ñìûñëå äåëî íåðåäêî îáñòîèò èìåííî òàê.
Áîëåå òî÷íî, åñëè ôóíêöèÿ U èìååò íåâûðîæäåííûé âòîðîé äèôôåðåíöèàë
â íóëå, òî ìîíîòîííîñòü ýòîé ôóíêöèè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíîñèëüíà
êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(à) U(x) > 0 ïðè ìàëûõ x 6= 0; (á) dU(0) = 0 è d2U(0) > 0.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ U äâàæäû ãëàäêàÿ â îêðåñòíîñòè

íóëÿ, èç (á) ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ñèëüíîå ñëåäñòâèå. À èìåííî, åñëè òî÷êè x
è y ðàñïîëîæåíû íå ñëèøêîì äàëåêî îò íà÷àëà êîîðäèíàò, òî

(∇U(x)−∇U(y), x− y) > 0 ïðè x 6= y.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âáëèçè íóëÿ ãðàäèåíò∇U ôóíêöèè U ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîá-
ðàæåíèå, ¾ñòðîãî¿ ìîíîòîííîå â ñìûñëå Áðàóäåðà[1] è Ìèíòè[2]. Åùå áîëåå
îáùåå ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà è ïðèìåðíî â òî æå ñàìîå
âðåìÿ áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [3].

Ìîíîòîííûå ôóíêöèè ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, óìíîæàòü îäíó íà äðóãóþ, âîçâîäèòü â ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íåòðóäíî óñèëèòü. Èíòåðåñíåå äðóãîé âîïðîñ � êàêèå
çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿþò ìîíîòîííîñòü? Òî÷íåå, ïóñòü G îçíà÷àåò åùå
îäíó çâåçäíóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn, à ϕ îòîáðàæàåò åå â îá-
ëàñòü D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â íóëå è ãëàäêîå â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà G. Íàêîíåö, ìû áóäåì ñ÷èòàü, ÷òî ϕ(0) = 0 è
ϕ(x) 6= 0 ïðè x 6= 0. Îòîáðàæåíèå ϕ íàçîâåì äîïóñòèìûì, åñëè äëÿ ëþáîé
ìîíîòîííîé â îáëàñòè D ôóíêöèè U ñóïåðïîçèöèÿ U ◦ ϕ ìîíîòîííà â G.

Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå ϕ äîïóñòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíê-
öèÿ ‖ϕ‖ ìîíîòîííà, à ¾íîðìèðîâàííîå¿ îòîáðàæåíèå ϕ/‖ϕ‖ îäíîðîäíî.

2. Ãåîìåòðèÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Òåïåðü ìû îáñóäèì âîïðîñ î ãåî-
ìåòðè÷åñêîì óñòðîéñòâå è âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ìíîæåñòâ óðîâíÿ {U = c}
ìîíîòîííîé ôóíêöèè U ïðè ìàëûõ c > 0. Íàïîìíèì, ÷òî ó íàñ U(0) = 0, à
òîãäà dU(0) = 0, åñëè ôóíêöèÿ U äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå. Åñëè æå ôóíêöèÿ
U äâàæäû ãëàäêàÿ âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, à åå âòîðîé äèôôåðåíöèàë â íó-
ëå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, òî, ñîãëàñíî ¾ëåììå¿ Ìîðñà [4], îêîëî íóëÿ îíà
ãîìåîìîðôíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïðåâðàùàåòñÿ â ñóììó êâàäðàòîâ íîâûõ
ïåðåìåííûõ. Êàê èçâåñòíî [4], ãîìåîìîðôèçì çäåñü ìîæíî çàìåíèòü äèôôåî-
ìîðôèçìîì, à çíà÷èò, èíòåðåñóþùèå íàñ ìíîæåñòâà â ïîäõîäÿùèõ ãëàäêèõ
êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáûêíîâåííûå ñôåðû ñ öåíòðîì â íóëå.

Ó ìîíîòîííîé ôóíêöèè ìîæåò è íå áûòü âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, íî äàæå â
ñêîëü óãîäíî ãëàäêîì ñëó÷àå åå âòîðîé äèôôåðåíöèàë â íóëå âîâñå íå îáÿ-
çàí áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì. Òåì íå ìåíåå, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì,
ãåîìåòðè÷åñêàÿ êàðòèíà çäåñü òàêàÿ æå, êàê â ¾ñëó÷àå¿ Ìîðñà.

Ïóñòü S áóäåò ñòàíäàðòíîé ñôåðîé ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîñòîÿùåé èç âñåõ åãî
òî÷åê ξ, äëÿ êîòîðûõ ‖ξ‖ = 1. Êàæäàÿ òî÷êà x 6= 0 îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå x = tξ, ãäå t > 0 è ξ ∈ S. Ïðè ýòîì òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, äëÿ
êîòîðûõ òî÷êà x îêàçûâàåòñÿ â ïðåäåëàõ îáëàñòè D, çàïîëíÿþò èíòåðâàë âèäà
0 < t < t(ξ), ãäå 0 < t(ξ) ≤ +∞.
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Åñëè ôóíêöèÿ U ìîíîòîííà, òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ S åå çíà÷åíèÿ U(tξ) îïðå-
äåëåíû è ðàñòóò, êîãäà ïàðàìåòð t ïðîáåãàåò èíòåðâàë îò 0 äî t(ξ). Ïîñ÷èòàåì
ïðåäåë c(ξ) ýòèõ çíà÷åíèé ïðè t → t(ξ) ñëåâà. Ïóñòü c∗ îçíà÷àåò òî÷íóþ íèæ-
íþþ ãðàíèöó ìíîæåñòâà âñåõ c(ξ), ãäå ξ ∈ S. Âåëè÷èíà c∗ ìîæåò îêàçàòüñÿ
áåñêîíå÷íîé, íî âñåãäà c∗ > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r > 0
ñôåðà rS ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè D, à ôóíêöèÿ U èìååò íà íåé ïîëîæèòåëüíûé
ìèíèìóì. ßñíî, ÷òî c∗ áîëüøå ýòîãî ìèíèìóìà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè U åå ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ
{U = c}, ãäå 0 < c < c∗, ñëóæàò ãëàäêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè, äèôôåîìîðôíûå
ñôåðå, îêðóæàþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðè c → 0 ñòÿãèâàþùèåñÿ ê íåìó.

3. Óñòîé÷èâîñòü àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Â îáëàñòè D, î êîòîðîé ãîâîðè-
ëîñü âûøå, ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = F (x), (1)

ãäå F îçíà÷àåò ãëàäêîå â D âåêòîðíîå ïîëå. Ïóñòü F (0) = 0, òàê ÷òî íàøà
ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è òîæäåñòâåííî
ðàâíîå íóëþ. Îáñóäèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü òàêàÿ ìîíîòîííàÿ â D ôóíêöèÿ
U, ÷òî (∇U,F ) > 0 âñþäó â îáëàñòè D, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà êàæ-
äàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó, â êîòîðîé 0 < U < c∗,
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò âñå ïîâåðõíîñòè {U = c}, ãäå 0 < c < c∗, ïðè÷åì,
ïåðåñå÷åíèÿ ýòè ïðîèñõîäÿò ¾èçíóòðè íàðóæó¿. Åñëè æå (∇U,F ) < 0 âî âñåõ
îòëè÷íûõ îò íóëÿ òî÷êàõ îáëàñòè D, âûâîä òîò æå ñàìûé ñ òîé ëèøü ðàç-
íèöåé, ÷òî òåïåðü ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò ¾ñíàðóæè âíóòðü¿.

Â ÷àñòíîñòè, îïèñàííàÿ â òåîðåìå êàðòèíà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïåðâîì ñëó-
÷àå íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî ¾ïðè t → +∞¿ è àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî ¾ïðè t → −∞¿. Âî âòîðîì æå ñëó÷àå íóëåâîå ðåøåíèå, íàïðîòèâ,
íåóñòîé÷èâî ¾ïðè t → −∞¿ è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ¾ïðè t → +∞¿.

Ðàçóìååòñÿ, ýòè óòâåðæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè âûòåêà-
þò èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Ëÿïóíîâà è òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ìîíîòîííàÿ
ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà. Îäíàêî íàäî ïðèçíàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà îíè ñòàíîâÿòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íûìè.
Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ðàçíîîáðàçíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, êàê ïðà-
âèëî, íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíû, íî è ìîíîòîííû â îáñóæäàåìîì íàìè ñìûñëå.
Íàêîíåö, ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè íóëå-
âîãî ðåøåíèÿ óêàçàíà è ¾ãàðàíòèðîâàííàÿ¿ îáëàñòü åãî ïðèòÿæåíèÿ, à èìåííî,
ìíîæåñòâî {U < c∗}. Íàïðèìåð, åñëè c∗ = ∞, îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ îêàçûâà-
åòñÿ âñå ìíîæåñòâî D, ãäå çàäàíà ñèñòåìà. Äëÿ ñèñòåìû, îïðåäåëåííîé âî âñåì
ïðîñòðàñòâå, � ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áàðáàøèíà � Êðàñîâñêîãî [5].

4. Ìîíîòîííûå ¾ïåðâûå¿ èíòåãðàëû. Ôóíêöèþ U íàçîâåì èíòåãðàëîì
ïîëÿ F, èëè ñèñòåìû (1), åñëè (∇U(x), F (x)) = 0 äëÿ âñåõ x 6= 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
íà êàæäîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) ôóíêöèÿ U ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.

Åñëè ñèñòåìà (1) èìååò ìîíîòîííûé èíòåãðàë, åå íóëåâîå ðåøåíèå, ðàçóìå-
åòñÿ, óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñàìî ïî ñåáå ñóùåñòâîâàíèå
ìîíîòîííîãî èíòåãðàëà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäúÿâëÿåò æåñòêîå òðåáîâàíèå ê ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà.
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Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà (1), äëÿ êîòîðîé íà÷àëî êîîðäèíàò ñëóæèò èçîëè-
ðîâàííîé òî÷êîé ïîêîÿ, ìîæåò îáëàäàòü ìîíîòîííûì èíòåãðàëîì òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà èìååò ÷åòíûé ïîðÿäîê.

Èíòåðåñíî áûëî áû âûÿñíèòü, îñòàíåòñÿ ëè â ñèëå ýòà òåîðåìà, åñëè ïðåäïî-
ëîæåíèå î ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà çàìåíèòü óñëîâèåì åãî ïîëîæèòåëüíîñòè.

5. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû è èõ âîçìóùåíèÿ. Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = F (x, y), ẏ = G(x, y), (2)

ãäå F è G îçíà÷àþò n-ìåðíûå âåùåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå îò äâóõ
íàáîðîâ n-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è y, ñ÷èòàÿ ýòè îòîáðàæåíèÿ
ãëàäêèìè â íåêîòîðîé çâåçäíîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà
R2n è ðàâíûìè íóëþ ïðè x = y = 0. Ñèñòåìó (2) ìû íàçûâàåì ãàìèëüòîíîâîé,
åñëè ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ (G,−F ) ñèììåòðè÷íà.

Â òîé æå îáëàñòè, ãäå çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå (F, G), ðàññìîòðèì åùå îäíî
ãëàäêîå ïîëå (Φ,Ψ), òàê æå ðàâíîå íóëþ â íà÷àëå êîîðäèíàò, è ïîðîæäàåìóþ
èì ¾âîçìóùåííóþ¿ ñèñòåìó

ẋ = F + Φ, ẏ = G + Ψ. (3)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñèñòåìà (2) ãàìèëüòîíîâà. Åñëè (x,G) > (y, F ) âñþäó,
êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíî-
âó. Åñëè ïðè ýòîì â êàæäîé íåíóëåâîé òî÷êå (G, Φ) < (F, Ψ), íóëåâîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à â ñëó÷àå ïðîòèâîïîëîæíîãî
ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ýòî æå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Ìû âûðàæàåì èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Å. Ï. Âîëîêèòèíó çà îáñóæäåíèå
ðåçóëüòàòîâ íàøåé ðàáîòû, êîòîðîå áûëî äëÿ íàñ ïðèÿòíûì è ïîëåçíûì.
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