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Î ÂÏÎËÍÅ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÃÐÀÔÀÕ Ñ b1 ≤ 5

Ì.Ñ. ÍÈÐÎÂÀ

Abstract. Regular graph of degree k on v vertices such that any
edge is contained exactly in λ triangles is called edge-regular graph with
parameters (v, k, λ). Edge-regular graph Γ such that |Γ(u) ∩ Γ(w)| = µ
for any two vertices u, w with d(u, w) = 2 is called amply regular graph
with parameters (v, k, λ). It is obtained the description of amply regular
graphs with k − λ− 1 ≤ 5.

1. Ââåäåíèå
Ìû ðàññìàòðèâàåì íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð.

Åñëè a, b � âåðøèíû ãðàôà Γ, òî ÷åðåç d(a, b) îáîçíà÷àåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó
a è b, à ÷åðåç Γi(a) � ïîäãðàô ãðàôà Γ, èíäóöèðîâàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â Γ íà ðàññòîÿíèè i îò âåðøèíû a. Ïîäãðàô Γ1(a) íàçûâà-
åòñÿ îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [a]. ×åðåç a⊥ îáîçíà÷àåòñÿ
ïîäãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ øàðîì ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì a.

Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñòåïåíè k, åñëè [a] ñîäåðæèò òî÷íî
k âåðøèí äëÿ ëþáîé âåðøèíû a èç Γ. Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ ðåáåðíî ðåãóëÿðíûì
ãðàôîì ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ), åñëè Γ ñîäåðæèò v âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì ñòåïåíè k, è êàæäîå ðåáðî Γ ëåæèò â λ òðåóãîëüíèêàõ. Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ
âïîëíå ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ, µ), åñëè Γ ðåáåðíî ðåãóëÿ-
ðåí ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè è ïîäãðàô [a] ∩ [b] ñîäåðæèò µ âåðøèí
â ñëó÷àå d(a, b) = 2. Âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðàô äèàìåòðà 2 íàçûâàåòñÿ ñèëüíî
ðåãóëÿðíûì.

×åðåç Km1,...,mn îáîçíà÷èì ïîëíûé n-äîëüíûé ãðàô, ñ äîëÿìè ïîðÿäêîâ
m1, ..., mn. Åñëè m1 = · · · = mn = m, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç Kn×m. Ãðàô K1,3 íàçûâàåòñÿ 3-ëàïîé. Òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (m)
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íàçûâàåòñÿ ãðàô ñ ìíîæåñòâîì íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð èç X â êà÷åñòâå âåð-
øèí, |X| = m è ïàðû {a, b}, {c, d} ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
èìåþò îáùèé ýëåìåíò. Ãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí X × Y íàçûâàåòñÿ m × n
ðåøåòêîé, åñëè |X| = m, |Y | = n è âåðøèíû (x1, y1), (x2, y2) ñìåæíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 èëè y1 = y2. Ãðàôîì Òýéëîðà íàçûâàåòñÿ
âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðàô Γ äèàìåòðà 3, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u,w
ñ d(u, w) = 3 ïîëó÷èì Γ = u⊥∪w⊥. Ãðàôîì Øëåôëè íàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûé
ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè (27,16,10,8). Ãðàô Êëåéíà � ýòî åäèí-
ñòâåííûé äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ëîêàëüíî ñåìèóãîëüíûé ãðàô äèàìåòðà 3
íà 24 âåðøèíàõ, ÿâëÿþùèéñÿ 3-íàêðûòèåì 8-êëèêè. Äëÿ ïîäãðàôà ∆ ÷åðåç |∆|
îáîçíà÷èì ÷èñëî åãî âåðøèí.

Åñëè âåðøèíû u, w íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè i â Γ, òî ÷åðåç bi(u,w) (÷åðåç
ci(u,w)) îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí â ïåðåñå÷åíèè Γi+1(u) (ïåðåñå÷åíèè Γi−1(u)) ñ
[w]. Çàìåòèì, ÷òî â ðåáåðíî ðåãóëÿðíîì ãðàôå ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ) çíà÷åíèå
b1(u,w) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåáðà {u,w} è ðàâíî k − λ− 1.

Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíî ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ), w, z ∈
Γ2(u). Ïàðó âåðøèí (u,w) íàçîâåì õîðîøåé, åñëè µ(u, w) = k−2b1 +1, íàçîâåì
ïî÷òè õîðîøåé, åñëè µ(u,w) = k − 2b1 + 2. Òðîéêó âåðøèí (u; w, z) íàçîâåì
õîðîøåé, åñëè µ(u,w) + µ(u, z) ≤ 2k − 4b1 + 3, íàçîâåì ïî÷òè õîðîøåé, åñëè
µ(u,w)+µ(u, z) = 2k−4b1+4. Ïðè èçó÷åíèè ðåáåðíî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ ïîëåç-
íûì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïî÷òè õîðîøèõ òðîåê. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îñîáåííî
ïîëåçåí ïðè èçó÷åíèè ãðàôîâ äèàìåòðà, áîëüøåãî 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè
(v, k, λ), b1 = k − λ − 1 è k ≥ 3b1 − 3. Åñëè òðîéêà (u;w, z) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
õîðîøåé è [w] ∩ [z] − [u] ñîäåðæèò âåðøèíó y, íåñìåæíóþ ñ âåðøèíàìè èç
∆ = [u]∩[w]∩[z], òî ëèáî |∆| ≤ 2, ëèáî |∆| = 3 è (b1, k) ∈ {(5, 12), (6, 15), (6, 17).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Γ � òðåóãîëüíûé ãðàô T (n), ãðàô Êëåáøà èëè ãðàô
Øëåôëè. Òîãäà Γ ñîäåðæèò ïî÷òè õîðîøóþ òðîéêó (u; w, z) ñî ñìåæíûìè âåð-
øèíàìè w, z, ïîäãðàô ∆ ÿâëÿåòñÿ δ-êëèêîé, δ ðàâíî 2 â ñëó÷àå òðåóãîëüíîãî
ãðàôà, ðàâíî 3 â ñëó÷àå ãðàôà Êëåáøà è ðàâíî 4 â ñëó÷àå ãðàôà Øëåôëè. Íî
â ëþáîì ñëó÷àå êàæäà âåðøèíà èç [w]∩ [z]− [u] ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé
èç ∆.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü Γ � ãðàô, â êîòîðîì îêðåñòíîñòü ëþáîé âåðøèíû ÿâ-
ëÿåòñÿ òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (n). Òîãäà êàæäûé µ-ïîäãðàô èç Γ ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì èçîëèðîâàííûõ îêòàýäðîâ, k = n(n − 1)/2, b1 = (n − 2)(n − 3)/2
è k − 2b1 + 2 = (9n − n2 − 8)/2. Ïîýòîìó Γ ñîäåðæèò ïî÷òè õîðîøóþ òðîéêó
ëèøü â ñëó÷àÿõ n = 4 (Γ = K4×2) è n = 5 (Γ � ãðàô Êëåáøà).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè
(v, k, λ, µ) è b1 ≤ 5. Òîãäà ëèáî Γ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôîì
Kn×(b1+1), ëèáî ðåãóëÿðíûì ãðàôîì áåç òðåóãîëüíèêîâ ñòåïåíè b1 + 1, ëèáî
ðåáåðíûì ãðàôîì ðåãóëÿíîãî ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ ñòåïåíè b1 + 1, èìåþ-
ùåãî îáõâàò, áîëüøèé 4, ëèáî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(1) b1 = 2 è Γ ÿâëÿåòñÿ 3× 3-ðåøåòêîé, òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (5), ãðàôîì
Ïåòåðñåíà èëè ãðàôîì èêîñàýäðà;

(2) b1 = 3 è Γ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî øåñòèóãîëüíûì ãðàôîì, òðåóãîëüíûì
ãðàôîì T (6) èëè ãðàôîì Êëåáøà;
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(3) b1 = 4 è ëèáî
(i) äèàìåòð Γ ðàâåí 2 è Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Ïýëè ñ ïàðàìåòðàìè (17, 8, 3, 4),

5×5 ðåøåòêîé, òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (7) èëè äîïîëíèòåëüíûì ãðàôîì ê 4×4
ðåøåòêå, òðåóãîëüíîìó ãðàôó T (6) èëè ãðàôó Êëåáøà, ëèáî

(ii) µ = 1 è Γ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñ ïàðàìåòðàìè (v, 6, 1, 1),
ëèáî

(iii) µ = 2 è Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Êëåéíà, 5-êóáîì, ãðàôîì èíöèäåíòíî-
ñòè ñèììåòðè÷íîé 2-(11, 5, 2) ñõåìû èëè åäèíñòâåííûì âïîëíå ðåãóëÿðíûì
ãðàôîì ñ ïàðàìåòðàìè (20, 6, 1, 2), ëèáî

(iv) µ = 4 è Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Äæîíñîíà J(6, 3);
(5) b1 = 5 è ëèáî

(i) äèàìåòð Γ ðàâåí 2 è Γ ÿâëÿåòñÿ 6 × 6 ðåøåòêîé, ãðàôîì Øëåôëè,
òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (8) èëè îäíèì èç òðåõ ãðàôîâ ×àíãà, ëèáî

(ii) µ = 2 è Γ ÿâëÿåòñÿ ëèáî 6-âàëåíòíûì ðåêòàãðàôîì, ëèáî ëîêàëüíî
âîñüìèóãîëüíûì ãðàôîì äèàìåòðà, íå áîëüøåãî 4.

Ïðèìåð. Ïóñòü Γ � ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ 3-öèêëû èç ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû S5, ïðè÷åì äâå âåðøèíû a, b ñìåæíû, åñëè ab ÿâëÿåò-
ñÿ èíâîëþöèåé. Òîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñ ïàðàìåòðàìè
(20, 6, 1, 2).

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíî íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1. Ïóñòü Γ � ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ) è b1 =
k−λ−1. Åñëè âåðøèíû u, w íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 â Γ, òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû â µ-ïîäãðàôå èç Γ íå ìåíüøå k − 2b1;
(2) âåðøèíà d èìååò ñòåïåíü α â ãðàôå [u] ∩ [w], òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà [d] ñîäåðæèò òî÷íî α− (k − 2b1) âåðøèí âíå u⊥ ∪ w⊥;
(3) åñëè µ(u,w) = k − 2b1 + 1, òî ïîäãðàô [u] ∩ [w] ÿâëÿåòñÿ êëèêîé è [d] ⊂

u⊥ ∪ w⊥ äëÿ ëþáîé âåðøèíû d ∈ [u] ∩ [w];
(4) åñëè Γ − (u⊥ ∪ w⊥) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó z, òî µ(u, z) =

µ(w, z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d ∈ [u] ∩ [w]. Òîãäà |[d]− [u]| = |[d]− [w]| = b1. Ïî-
ýòîìó ïî êðàéíåé ìåðå k−2b1 âåðøèí èç [d] ñîäåðæèòñÿ â [u]∩[w]. Óòâåðæäåíèå
(1) äîêàçàíî.

Ïóñòü d ∈ [u] ∩ [w] è ñòåïåíü d â ýòîì µ-ïîäãðàôå ðàâíà α. Òîãäà k = α +
2b1− |[d]− (u⊥ ∪w⊥)|. Ïîýòîìó [d] ñîäåðæèò α− (k− 2b1) âåðøèí âíå u⊥ ∪w⊥.
Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå (3) ñëåäóåò èç (1), (2).
Ïóñòü {z} = Γ− (u⊥ ∪ w⊥). Òàê êàê ÷èñëî ðåáåð ìåæäó [u]− [w] è [w]− [u]

ðàâíî b1|[u]− [w]| − µ(u, z), òî µ(u, z) = µ(w, z). Ëåììà äîêàçàíà.

Ââèäó ýòîé ëåììû µ-ïîäãðàô, îòâå÷àþùèé õîðîøåé ïàðå, ÿâëÿåòñÿ êëèêîé.
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Ëåììà 2. Ïóñòü Γ � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô, èìåþùèé ïàðàìåòðû (v, k, λ, µ).
Òîãäà ëèáî k = 2µ, λ = µ − 1 (òàê íàçûâàåìûé ïîëîâèííûé ñëó÷àé), ëè-
áî íåãëàâíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ n − m, −m ãðàôà Γ � öåëûå ÷èñëà, ãäå
n2 = (λ−µ)2+4(k−µ), n−λ+µ = 2m è êðàòíîñòü −m ðàâíà k(m− 1)(k + m)

µn
.

Äàëåå, åñëè m � öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, òî m− 1 äåëèò k − λ− 1 è

µ = λ + 2 + (m− 1)− k − λ− 1
m− 1

, n = m− 1 +
k − λ− 1

m− 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ëåììà 3.1 èç [3].

Ñèëüíî ðåãóëÿðíûå ãðàôû ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì -2 áûëè êëàññèôèöè-
ðîâàíû Çåéäåëåì (òåîðåìà 3.12.4 [4]). Ëþáîé çåéäåëåâ ãðàô � ýòî ëèáî ïîëíûé
ìíîãîäîëüíûé ãðàô Kr×2, ëèáî ðåøåò÷àòûé èëè òðåóãîëüíûé ãðàô, ëèáî îäèí
èç ãðàôîâ Øðèêõàíäå, ×àíãà, Ïåòåðñåíà, Êëåáøà èëè Øëåôëè.

Ëåììà 3. Ïóñòü Γ � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé ãðàô, èìåþùèé öåëî÷èñëåííûå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è b1 = k − λ− 1. Òîãäà

(1) åñëè b1 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî Γ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôîì
Kr×(b1+1) èëè çåéäåëåâûì ãðàôîì;

(2) åñëè b1 = 2p, p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî Γ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãî-
äîëüíûì ãðàôîì, ëèáî èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −2 èëè −3, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
äîïîëíèòåëüíûì ê çåéäåëåâó ãðàôó;

(3) åñëè b1 = 4, òî Γ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôîì Kr×5, 5 × 5
ðåøåòêîé, òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (7) èëè äîïîëíèòåëüíûì ãðàôîì ê 4 × 4
ðåøåòêå, òðåóãîëüíîìó ãðàôó T (6) èëè ãðàôó Êëåáøà (çàìåòèì, ÷òî â ïî-
ëîâèííîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ãðàôà ðàâíû (17, 8, 3, 4) è îí ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì
Ïýëè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðåäëîæåíèå 2 èç [5].

Ëåììà 4. Ïóñòü Γ � ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðàô, µ(u,w) = k−2b1+1 è µ(u, z) ≤
k − 2b1 + 2 äëÿ íåêîòîðûõ âåðøèí w, z èç Γ2(u). Òîãäà |[u] ∩ [w] ∩ [z]| < 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåìì 4, 5 [6].

Ëåììà 5. Ïóñòü Γ � ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ k ≥ 3b1−3, µ(u,w)+µ(u, z) =
2k − 4b1 + 4 äëÿ äâóõ âåðøèí w, z èç Γ2(u), ∆ = [u] ∩ [w] ∩ [z] è δ = |∆|. Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óòâåðæäåíèé:

(1) âåðøèíû w, z íåñìåæíû è δ ≤ 1;
(2) ∆ ñîäåðæèò äâå íåñìåæíûå âåðøèíû è δ ≤ 2;
(3) âåðøèíû w, z ñìåæíû, ∆ ÿâëÿåòñÿ êëèêîé è åñëè δ > 1, òî ëèáî

(i) ïîäãðàô ∆ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó d, ñìåæíóþ ñ âåðøèíîé
âíå u⊥ ∪ [w] ∪ [z], δ = 2 è äëÿ e ∈ ∆(d) ïîäãðàô [d] ∪ [e] ñîäåðæèò ∆, à [d] ∩ [e]
ñîäåðæèòñÿ â {u, w, z} ∪ ([u] ∩ ([w] ∪ [z])) ∪ ([w] ∩ [z]− [u]), ëèáî

(ii) ïîäãðàô ∆ íå ñîäåðæèò âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé âíå u⊥ ∪ [w]∪
[z], è äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí d, e ∈ ∆ ïîäãðàô [d]∩[e] ñîäåðæèò λ−1+γ âåðøèí
èç {u,w, z} ∪ ([u] ∩ ([w] ∪ [z])) ∪ ([w] ∩ [z]− [u]), ãäå γ = |[w] ∩ [z]− ([d] ∪ [e])|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ëèáî âåðøèíû w, z íåñìåæíû, ëèáî ∆ ñîäåðæèò äâå
íåñìåæíûå âåðøèíû, ëèáî ïîäãðàô ∆ ñîäåðæèò âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ âåðøèíîé
âíå u⊥∪[w]∪[z], òî ëåììà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 [7]. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðøèíû w, z ñìåæíû, ∆ ÿâëÿåòñÿ êëèêîé, íå ñîäåðæàùåé âåðøèí, ñìåæíûõ
ñ âåðøèíîé âíå u⊥ ∪ [w] ∪ [z].

Ñêàæåì, ÷òî âåðøèíà d èç [u] ∩ [w] ∩ [z] èìååò òèï (j), åñëè [d] ñîäåðæèò j
âåðøèí èç ([w]− [u] ∪ [z])∪ ([z]− [u] ∪ [w]). ßñíî, ÷òî 0 ≤ j ≤ 2. Åñëè µ(u,w) 6=
µ(u, z), òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, µ(u, w) = k−2b1 +1, µ(u, z) = k−2b1 +3.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí d, e ∈ ∆ ïîäãðàô [d] ∩ [e] ñîäåðæèò
λ − 1 + γ âåðøèí èç {u,w, z} ∪ ([u] ∩ ([w] ∪ [z])) ∪ ([w] ∩ [z] − [u]), ãäå γ =
|[w]∩[z]−([d]∪[e])|. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ðàññìîòðåíèåì âñåõ âîçìîæíûõ
ñëó÷àåâ. Ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü µ(u,w) = k − 2b1 + 1, µ(u, z) = k − 2b1 + 3 è âåðøèíû d, e òèïà (1).
Òîãäà [d] ∩ [e] ñîäåðæèò u,w, z, k − 2b1 − 1 âåðøèí èç [u] ∩ [w], k − 2b1 + 1 − δ
âåðøèí èç [u] ∩ [z] − [w] è íå ìåíåå 2b1 − 6 − (k − b1 − 1 − δ − γ) âåðøèí èç
[w] ∩ [z]− [u]. Èòîãî, k − b1 − 2 + γ âåðøèí.

Ïóñòü µ(u,w) = µ(u, z) = k−2b1+2, âåðøèíà d òèïà (1) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè
[d] ñîäåðæèò âåðøèíó èç [w] − [u] ∪ [z]), à e òèïà (2). Òîãäà [d] ∩ [e] ñîäåðæèò
u,w, z, k−2b1−1 âåðøèí èç [u]∩ [w], k−2b1 +2− δ âåðøèí èç [u]∩ [z]− [w] è íå
ìåíåå 2b1− 7− (k− b1− 1− δ− γ) âåðøèí èç [w]∩ [z]− [u]. Èòîãî, k− b1− 2 + γ
âåðøèí. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü Γ � äèñòàíöèîííî ðåãóëÿðíûé ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ àíòè-
ïîäàëüíûì r-íàêðûòèåì n-êëèêè. Òîãäà n − 2 − λ = (r − 1)µ è Γ èìååò íî-
âûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ θ è τ , ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
x2 − (λ− µ)x− (n− 1), è êðàòíîñòü θ ðàâíà mθ = n(n− 1)(r− 1)/(n− 1 + θ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [4, ñëåäñòâèå 4.2.6].

Ëåììà 7. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè (v, k, λ)
è k ≥ 3b1. Òîãäà äèàìåòð Γ íå áîëüøå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ëåììà 1.4.2 èç [4].

Ëåììà 8. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì [u]∩ [w] ÿâëÿåòñÿ 2-êîêëèêîé
äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u,w, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè 2. Òîãäà ãðàô Γ ðå-
ãóëÿðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b � ñìåæíûå âåðøèíû èç Γ. Ïîëîæèì A =
[a]− b⊥, B = [b]−a⊥. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ A ïîäãðàô [x]∩ [b] ñîäåðæèò a è
åäèíñòâåííóþ âåðøèíó x′ èç B. Îáðàòíî, [x′] ∩ [a] ñîäåðæèò b è åäèíñòâåííóþ
âåðøèíó x èç A. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó A è B. Îòñþäà ka = 1+λ(a, b)+ |A| = 1+λ(a, b)+ |B| = kb. Ââèäó ñâÿç-
íîñòè ãðàôà ïîëó÷èì, ÷òî Γ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ñòåïåíè k. Ëåììà
äîêàçàíà.
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3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
Â ýòîì ïàðàãðàôå Γ � ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ k ≥ 3b1 − 3, µ(u,w) +

µ(u, z) = 2k − 4b1 + 4 äëÿ ñìåæíûõ âåðøèí w, z èç Γ2(u), ïîäãðàô ∆ = [u] ∩
[w] ∩ [z] ÿâëÿåòñÿ δ-êëèêîé, δ > 0 è [w] ∩ [z] ñîäåðæèò âåðøèíó y, íåñìåæíóþ
íè ñ îäíîé âåðøèíîé èç ∆. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ(u, z) ≤
µ(u,w). Åñëè x ∈ ∆, òî ÷åðåç βx (÷åðåç β′x) îáîçíà÷èì ÷èñëî âåðøèí èç [z] −
([u] ∪ w⊥) (èç [w]− ([u] ∪ z⊥), ñìåæíûõ ñ x.

Ëåììà 9. Åñëè δ ≥ 2, òî âåðíî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî δ ≤ k−2b1 +1, ïðè÷åì
â ñëó÷àå ðàâåíñòâà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óòâåðæäåíèé:

(1) b1 = 4, k = 9 è δ = 2;
(2) b1 = 5, k = 12, δ = 3 è ∆ ñîäåðæèò ðîâíî äâå âåðøèíû x ñ βx + β′x = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ ∆, òî [a] ñîäåðæèò k − 2b1 + βa âåðøèí èç
[u] ∩ [w] − [z], β′a âåðøèí èç [w] − ([u] ∪ z⊥) è b1 − 2 − βa − β′a âåðøèí èç [w] ∩
[z]− ([u] ∪ {y}).

Ïóñòü δ = k−2b1+2. Òîãäà |[w]∩[z]−([u]∪{y})| = b1−4. Ïîýòîìó βa = β′a = 1
äëÿ ëþáîé âåðøèíû a èç ∆ è |[u]− ([w] ∪ [z])| = 2b1 − 2. Ââèäó ëåììû 1.5 äëÿ
ðàçíûõ âåðøèí a, c ∈ ∆ ïîäãðàô [a]∩([u]−([w]∪ [z])) íå ïåðåñåêàåò [c], ïîýòîìó
(b1− 2)(k− 2b1 + 2) ≤ 2b1− 2, k ≤ 2b1 + 2/(b1− 2) è b1 ≤ 4. Òàê êàê [w]∩ [z]−∆
ñîäåðæèò âåðøèíó y, òî b1 = 4, k = 9, δ = k − 6 = 3, ïîäãðàô [y] ñîäåðæèò ïî
3 âåðøèíû èç [w]− z⊥, [z]− w⊥ è âåðøèíó x âíå w⊥ ∪ z⊥.

Ïóñòü âåðøèíà p èç [w]− ([u]∪ z⊥) ñìåæíà ñ âåðøèíîé q èç ∆. Òîãäà [p]∩ [q]
ñîäåðæèò w, âåðøèíó r èç [q] ∩ [z] − (w⊥ ∪ [z]) è îáå âåðøèíû èç [u] ∩ [q] −∆.
Ñèììåòðè÷íî, [r] ∩ [q] ñîäåðæèò îáå âåðøèíû èç [u] ∩ [q]−∆.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âåðøèíà èç [w] − ([u] ∪ z⊥) íåñìåæíà ñ âåðøèíàìè èç
∆ èëè íåñìåæíà ñ y, òî åå ñòåïåíü â ãðàôå [w] − ([u] ∪ z⊥) ðàâíà 3. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [y] ∩ [q] ñîäåðæèò âåðøèíó p, èìåþùóþ ñòåïåíü 1 â ãðàôå
[w]−([u]∪z⊥), è âåðøèíó r, èìåþùóþ ñòåïåíü 1 â ãðàôå [z]−([u]∪w⊥). Çàìåíèâ
òðîéêó âåðøèí (u;w, z) íà (u; p, r), ïîëó÷èì, ÷òî îäèí èç ïîäãðàôîâ [p]− ([u]∪
r⊥) èëè [r]− ([u] ∪ p⊥) íå ñîäåðæèò âåðøèíó x. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, [p]
ñîäåðæèò íåñìåæíóþ ñ r âåðøèíó o èç [z]− ([u]∪w⊥). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
|[p] ∩ [o]| < 4.

Ïóñòü δ = k−2b1+1. Òîãäà |[w]∩[z]−([u]∪{y})| = b1−3, |[u]−([w]∪[z])| = 2b1−3
è βx + β′x ≥ 1 äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ ∆. Åñëè b1 = 3, òî [w] ∪ [z] ñîäåðæèò íå
ìåíåå 4 âåðøèí èç [u] è k ≥ 7. Íî â ñëó÷àå k = 7 èìååì λ = 3, ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî kλ ÷åòíî. Çíà÷èò, k = 8 è δ = 3. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí a, c èç ∆
ïîäãðàô [a] ∩ [c] ñîäåðæèò u,w, z è âåðøèíó èç ∆. Ïîýòîìó βx + β′x ≥ 1 äëÿ
ëþáîé âåðøèíû x ∈ ∆ è δ ≥ 2, ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, b1 > 3.

Òàê êàê δ = k− 2b1 + 1 ≥ b1− 2, òî δ = 2 âëå÷åò b1 = 4, k = 9 è âûïîëíÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå (1).

Ïóñòü δ ≥ 3. Åñëè ∆ ñîäåðæèò äâå âåðøèíû a, c ñ βa + β′a = βc + β′c = 1, òî
[a] ∩ [c] ñîäåðæèò u,w, z è λ− 3 âåðøèí èç [w] ∩ [z]. Â ýòîì ñëó÷àå βx + β′x = 2
äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ ∆ − {a, c}. Òàê êàê 2(b1 − 2) + (b1 − 3) ≤ 2b1 − 3, òî
b1 ≤ 4, k = 10, δ = 3. Íî ïî ïðåäëîæåíèþ 3 èç [5] ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
ìíîãîäîëüíûì èëè òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (7). Â ëþáîì ñëó÷àå µ-ïîäãðàôû èç
Γ íå ñîäåðæàò 3-êëèê, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè îêðåñòíîñòü êàæäîé âåðøèíû èç ∆ ñîäåðæèò ïî âåðøèíå èç [w]−([u]∪
z⊥) è èç [z] − ([u] ∪ w⊥), òî 3(b1 − 3) ≤ 2b1 − 3 è b1 ≤ 6. Åñëè b1 = 6, òî
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2b1 − 3 = 9 è k = 14, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå b1 ≤ 5, òî íåêîòîðàÿ âåðøèíà èç
[w] ∩ [z] − ([u] ∪ {y}) íåñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè a, c èç ∆. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
ëåììîé 1.5.

Èòàê, ∆ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ âåðøèíó a ñ βa+β′a = 1, (b1−2)+2(b1−3) ≤
2b1 − 3, ïîýòîìó b1 = 5, k = 12 è δ = 3.

Ëåììà 10. Åñëè δ = k− 2b1 ≥ 3, òî δ = 3, b1 = 6, k = 15 è ∆ ñîäåðæèò ëèáî
âåðøèíó a ñ βa + β′a = 0 è ðîâíî äâå âåðøèíû x ñ βx + β′x = 2, ëèáî âåðøèíó c
ñ βc + β′c = 2 è ðîâíî äâå âåðøèíû x ñ βx + β′x = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ = k−2b1 ≥ 3. Òîãäà |[w]∩ [z]−([u]∪{y})| = b1−2
è |[u]− ([w] ∪ [z])| = 2b1 − 4.

Åñëè b1 = 2, òî k ≥ 7. Åñëè b1 = 3, òî k ≥ 9. Åñëè b1 = 4, òî k ≥ 11. Â ëþáîì
ñëó÷àå ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì ñ µ = k − 2b1 + 2. Ïîýòîìó b1 = 3
è Γ ãðàô Êëåáøà ñ ïàðàìåòðàìè (16,10,6,6). Îäíàêî, â ãðàôå Êëåáøà êàæäàÿ
âåðøèíà èç [w] ∩ [z] ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç ∆.

Åñëè b1 = 5, òî k ≥ 13. Íî â ñëó÷àå k = 13 ïîëó÷èì λ = 7, ïðîòèâîðå÷èå ñ
òåì, ÷òî òîãäà kλ íå÷åòíî. Çíà÷èò, k ≥ 14 è δ ≥ 4.

Åñëè ∆ ñîäåðæèò âåðøèíó a ñ βa = β′a = 0, òî [a] ñîäåðæèò b1− 2 âåðøèí èç
[u]− ([w]∪ [z]) è b1−2+2(b1−4) ≤ 2b1−4. Â ýòîì ñëó÷àå b1 ≤ 6. Åñëè b1 = 5, òî
k = 14 è ∆ ñîäåðæèò 3 âåðøèíû x ñ βx + β′x = 2. Òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà èç
[w] ∩ [z]− ([u] ∪ {y}) íåñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç ∆, òî b1 = 6,
k = 15 è ∆ ñîäåðæèò 2 âåðøèíû x ñ βx + β′x = 2.

Äîïóñòèì, ÷òî ∆ íå ñîäåðæèò âåðøèí a ñ βa + β′a = 0. Åñëè ∆ ñîäåðæèò 2
âåðøèíû a, c ñ βa + β′a = βc + β′c = 1, òî 2(b1 − 3) + b1 − 4 ≤ 2b1 − 4 è b1 ≤ 6.
Ïóñòü a∗ (c∗) � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà èç [w] ∩ [z] − ([u] ∪ {y}), íåñìåæíàÿ ñ
a (íåñìåæíàÿ ñ c). Åñëè b1 = 6, òî âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå ëåììû. Åñëè æå
b1 = 5, òî δ ≥ 4 è äëÿ ëþáîé âåðøèíû x èç ∆ ñ βa+β′a = 2 ïîäãðàô [x] ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ âåðøèíó èç [w] ∩ [z]− ([u] ∪ {y}). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî îäíà
èç âåðøèí a∗, c∗ íåñìåæíà ñ x.

Ïóñòü ∆ ñîäåðæèò òî÷íî îäíó âåðøèíû c ñ βc +β′c = 1, è c∗ � åäèíñòâåííàÿ
âåðøèíà èç [w]∩ [z]− ([u]∪{y}), Òîãäà b1−3+(b1−4)(δ−1) ≤ 2b1−4, k ≤ 2b1 +
2+3/(b1−4) è b1 ≤ 5+3/(b1−4). Åñëè b1 = 5, òî {c∗} = [x]∩ [w]∩ [z]−([u]∪{y})
äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ ∆ − {c}, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 1.5. Åñëè æå b1 = 6,
òî k = 15 è äëÿ ðàçíûõ âåðøèí d, e èç ∆ ñ βd + β′d = βe + β′e = 2 ïîäãðàô
[d] ∪ [e] ñîäåðæèò [w] ∩ [z] − ([u] ∪ {y}). Â ýòîì ñëó÷àå [w] ∩ [z] − ([u] ∪ {y})
ñîäåðæèò 2 âåðøèíû d′, d′′, íåñìåæíûå ñ d è 2 âåðøèíû e′, e′′, íåñìåæíûå ñ e.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âåðøèíà èç {d′, d′′}∩{e′, e′′} íåñìåæíà íè ñ d, íè ñ e.

Ëåììà 11. Åñëè δ ≥ 3, òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
(1) δ = 3, b1 = 6 è k = 17;
(2) δ ≥ k − 2b1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1.5 ïîäãðàô [a] ∪ [c] ñîäåðæèò ∆ äëÿ ëþáûõ
äâóõ âåðøèí a, c ∈ [w] ∩ [z]− ([u] ∪ {y}).

Ïóñòü δ = k−2b1−i. Òîãäà |[w]∩[z]−([u]∪{y})| = b1−2+i è êàæäàÿ âåðøèíà
èç ∆ íåñìåæíà ïî êðàéíåé ìåðå ñ i âåðøèíàìè èç [w]∩ [z]− ([u]∪{y}). Ïîýòîìó
(k−2b1−i)i ≤ b1−2+i è (b1−3−i)i ≤ b1−2+i. Îòñþäà i2−i(b1−4)+b1−2 ≥ 0
è äèñêðèìèíàíò äàííîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ðàâåí b2

1− 12b1 + 24. Ïîýòîìó
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ëèáî i < 1, ëèáî i > (b1−2+b1−5)/2. Íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååì δi ≤ b1−2+i,
δ ≤ 1 + (b1 − 2)/i ≤ 1 + (b1 − 2)/(b1 − 4) è b1 ≤ 6.

Ïóñòü 3 ≤ δ < k − 2b1. Òàê êàê Γ2(u) ñîäåðæèò ðåáðî, òî Γ íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôîì. Åñëè b1 = 2, òî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1 èç [5]
µ-ïîäãðàôû èç Γ íå ñîäåðæàò 3-êëèê. Åñëè b1 = 3, òî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2
èç [5] Γ � ãðàô Êëåáøà. Åñëè b1 = 4, òî ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 3 èç [5] èìååì
k ≤ 9. Íî â ýòîì ñëó÷àå k − 2b1 + 2 ≤ 3, ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè b1 = 5 è k ≥ 14,
òî ïî òåîðåìå èç [10] ëèáî Γ � ãðàô Øëåôëè èëè îäèí èç òðåõ ãðàôîâ ×àíãà,
ëèáî îäíèì èç äâóõ ãðàôîâ ñòåïåíè 14 íà 24 âåðøèíàõ. Â ñëó÷àå ãðàôîâ ×àíãà
èìååì k − 2b1 + 2 = 4 è δ ≥ k − 2b1. Åñëè b1 = 5, k = 14 è µ(u,w) = 6, òî
Γ = u⊥ ∪ w⊥ è µ(u, z) = 8 äëÿ ëþáîé âåðøèíû z ∈ Γ2(u)− {w}, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôàõ Êëåáøà è Øëåôëè êàæäàÿ âåðøèíà èç [w] ∩ [z]
ñìåæíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç ∆.

Ïóñòü b1 = 6. Òîãäà δ = 3 = k − 2b1 − 2, ïîýòîìó k = 17. Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåìì, äîêàçàííûõ â �2, ñëåäóåò òåîðåìà 1.

4. Ðåäóêöèÿ ê ãðàôàì äèàìåòðà, áîëüøåãî 2 ñ b1 = 5

Ïóñòü äî êîíöà ðàáîòû ãðàô Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Åñëè
äèàìåòð Γ ðàâåí 2, òî ïî ëåììå 1.3 Γ � îäèí èç ãðàôîâ â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû
2. Åñëè b1 = 4, òî ïî [11] Γ � îäèí èç ãðàôîâ â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû 2.

Ëåììà 12. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ðåáåðíî ðåãóëÿðíûé ãðàô äèàìåòðà, áîëüøåãî
2, â êîòîðîì b1 = 2. Òîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ òðèâàëåíòíûì ãðàôîì áåç òðåóãîëü-
íèêîâ, ðåáåðíûì ãðàôîì òðèâàëåíòíîãî ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ èëè ãðàôîì
èêîñàýäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 1.7 èìååì k ≤ 5. Åñëè k = 5, òî Γ ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî ïÿòèóãîëüíûì ãðàôîì è ñîâïàäàåò ñ ãðàôîì èêîñàýäðà.

Åñëè k = 3, òî Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì áåç òðåóãîëüíèêîâ. Åñëè æå k = 4, òî
λ = 1 è Γ ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì ãðàôîì òðèâàëåíòíîãî ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ.

Ëåììà 13. Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ðåáíî ðåãóëÿðíûé ãðàô äèàìåòðà, áîëüøåãî
2, ñ b1 = 3. Òîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ãðàôîâ:

(1) ÷åòûðåõâàëåíòíûé ãðàô áåç òðåóãîëüíèêîâ;
(2) ðåáåðíûé ãðàô ÷åòûðåõâàëåíòíîãî ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ;
(3) ëîêàëüíî øåñòèóãîëüíûé ãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 1.7 èìååì k ≤ 8. Åñëè k íå÷åòíî, òî λ
íå÷åòíî, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî kλ/2 � ýòî ÷èñëî ðåáåð â Γ. Çíà÷èò, k ÷åòíî.

Åñëè k = 4, òî Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì áåç òðåóãîëüíèêîâ. Åñëè k = 6, òî îêðåñò-
íîñòü êàæäîé âåðøèíû â Γ ÿâëÿåòñÿ øåñòèóãîëüíèêîì èëè îáúåäèíåíèåì äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ.

Åñëè îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé âåðøèíû a â Γ ÿâëÿåòñÿ øåñòèóãîëüíèêîì, òî
îêðåñòíîñòü êàæäîé âåðøèíû èç Γ(a) ÿâëÿåòñÿ øåñòèóãîëüíèêîì è ïî ñâÿçíî-
ñòè ãðàôà Γ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî øåñòèóãîëüíûì ãðàôîì.

Ïóñòü k = 8. Òîãäà îêðåñòíîñòü êàæäîé âåðøèíû â Γ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
ãðàôîì ñòåïåíè 4 è µ = 2 èëè 4. Ââèäó ëåììû 1.1 èìååì µ > 2. Åñëè µ = 4, òî
ïî òåîðåìå 1.5.5 èç [4] ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì èëè ãðàôîì Òýéëîðà.
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Ïî òåîðåìå 1.5.3 èç [4] îêðåñòíîñòè âåðøèí â Γ ÿâëÿþòñÿ êîêëèêàìè èëè ñèëüíî
ðåãóëÿðíûìè ãðàôàìè ñ ïàðàìåòðàìè (v′, k′, λ′, µ′) è k′ = 2µ′, ïðîòèâîðå÷èå.
Ëåììà äîêàçàíà.

5. Ãðàôû äèàìåòðà, áîëüøåãî 2, ñ b1 = 5

Â ýòîì ïàðàãðàôå Γ � ñâÿçíûé âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðàô ñ ïàðàìåòðàìè
(v, k, λ, µ) äèàìåòðà, áîëüøåãî 2, è b1 = 5. Â ýòîì ñëó÷àå µ ≤ b1 è k ÷åòíî.

Ëåììà 14. Åñëè µ = 5, òî k = 6 è Γ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äâóäîëüíûì ãðàôîì
K7,7 ñ óäàëåííûì ìàêñèìàëüíûì ïàðîñî÷åòàíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ = 5. Ïî òåîðåìå 1.5.5 èç [4] ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîóãîëüíèêîì èëè ãðàôîì Òýéëîðà. Ïî òåîðåìå 1.5.3 èç [4] îêðåñòíîñòè
âåðøèí â Γ ÿâëÿþòñÿ êîêëèêàìè èëè ñèëüíî ðåãóëÿðíûìè ãðàôàìè ñ ïàðà-
ìåòðàìè (v′, k′, λ′, µ′) è k′ = 2µ′. Â ïåðâîì ñëó÷àå k = 6 è Γ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
äâóäîëüíûì ãðàôîì K7,7 ñ óäàëåííûì ìàêñèìàëüíûì ïàðîñî÷åòàíèåì. Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå k′ = λ è v′ = k. Åñëè µ′ = 2, òî k′ = 4 è v′ = k = 9. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå b1 = 4.

Åñëè µ′ = 3, òî k′ = 6 è k = 12. Â ýòîì ñëó÷àå 15 = 6(k′ − λ′ − 1), ïðîòè-
âîðå÷èå. Åñëè µ′ = 4, òî k′ = 8 è k = 15. Â ýòîì ñëó÷àå îêðåñòíîñòü êàæäîé
âåðøèíû â Γ ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíûì ãðàôîì T (6). Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî
êàæäûé µ-ïîäãðàô â Γ äîëæåí áûòü 5-êëèêîé.

Ëåììà 15. Åñëè µ = 4, òî äèàìåòð Γ ðàâåí 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ = 4. Ïî ïðÿìîóãîëüíîìó ñîîòíîøåíèþ k äåëèò-
ñÿ íà 4. Åñëè k = 12, òî µ = k−2b1+2 è ââèäó ñëåäñòâèÿ èç [9] ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ
Çåéäåëåâûì.

Ïóñòü k = 8. Òîãäà λ = 2 è îêðåñòíîñòü âåðøèíû â Γ ÿâëÿåòñÿ âîñüìè-
óãîëüíèêîì èëè îáúåäèíåíèåì äâóõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. Ïî òåîðåìå 1.9.3 èç
[4] âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðàô äèàìåòðà, íå ìåíüøåãî 4, ñ k = 2µ ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãîóãîëüíèêîì èëè ãðàôîì Àäàìàðà, ïîýòîìó äèàìåòð Γ ðàâåí 3.

Ïóñòü uwxy � ãåîäåçè÷åñêèé ïóòü â Γ. Òîãäà |Γ2(u)| = 10. Ïî ïðåäëîæåíèþ
1.9.1 èç [4] èìååì c3(u, y) ≥ 5. Åñëè c3(u, y) = 5, òî ([u] ∩ Γ2(y)) ∪ ([y] ∩ Γ2(u))
ÿâëÿåòñÿ K5,5-ïîäãðàôîì ñ óäàëåííûì ìàêñèìàëüíûì ïàðîñî÷åòàíèåì. Ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî îêðåñòíîñòü âåðøèíû â Γ íå ñîäåðæèò 5-êîêëèê. Åñëè
c3(u, y) = 6, òî [y]∩Γ3(u) ñîäåðæèò 2 âåðøèíû z1, z2 è |[y]∩ [zi]∩Γ2(u)| = 2, ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî [z1]∩[z2] ñîäåðæèò y è íå ìåíåå 4 âåðøèí èç Γ3(u)−[y]. Åñëè
c3(u, y) = 7, òî [y]∩Γ3(u) ñîäåðæèò íåêîòîðóþ âåðøèíó z è |[y]∩ [z]∩Γ2(u)| ≥ 3,
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî λ = 2. Çíà÷èò, c3(u, y) = 8 è |Γ3(u)| = 1. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî òîãäà v = 19 è vkλ íå äåëèòñÿ íà 6.

Ëåììà 16. Åñëè µ = 3, òî äèàìåòð Γ ðàâåí 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ = 3. Ïî ïðÿìîóãîëüíîìó ñîîòíîøåíèþ k äåëèò-
ñÿ íà 3. Åñëè k = 12, òî µ = k− 2b1 + 1 è Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Òåðâèëëèãåðà áåç
3-ëàï. Ïî òåîðåìå 1.2.3 èç [4] ëèáî µ = 1, ëèáî Γ � ãðàô èêîñàýäðà.
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Ïóñòü k = 6. Òîãäà λ = 0 è ïî òåîðåìå 1.9.3 èç [4] âïîëíå ðåãóëÿðíûé ãðàô
äèàìåòðà, íå ìåíüøåãî 4, ñ k = 2µ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì èëè ãðàôîì
Àäàìàðà, ïðîòèâîðå÷èå ñî ñëåäñòâèåì 1.8.2 èç [4]. Ïîýòîìó äèàìåòð Γ ðàâåí 3.

Ïóñòü uwxy � ãåîäåçè÷åñêèé ïóòü â Γ, ∆ = ([u]∩Γ2(y))∪ ([y]∩Γ2(u)). Òîãäà
|Γ2(u)| = 10. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.9.1 èç [4] èìååì c3(u, y) ≥ 4. Åñëè c3(u, y) = 4,
òî ∆ ÿâëÿåòñÿ K4,4-ïîäãðàôîì ñ óäàëåííûì ìàêñèìàëüíûì ïàðîñî÷åòàíèåì.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé âåðøèíû èç Γ2(u) − ∆ åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò íå
áîëåå îäíîé âåðøèíû èç [u]∩∆. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ âåðøèí
p, q ∈ [u]−∆ ïîäãðàô [p] ∩ [q] ñîäåðæèò íå ìåíåå 6 âåðøèí èç Γ2(u).

Åñëè c3(u, y) = 5, òî [y] ∩ Γ3(u) ñîäåðæèò âåðøèíó z è |[y] ∩ [z] ∩ Γ2(u)| =
0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âåðøèíà èç [u] ∩ [z] ∩ ∆ ñìåæíà ñ 6 âåðøèíàìè
èç Γ2(u). Çíà÷èò, c3(u, y) = 6 äëÿ ëþáîé âåðøèíû y èç Γ3(u). Äîïóñòèì, ÷òî
z ∈ Γ3(u) − {y}. Òîãäà [u] ñîäåðæèò òî÷íî 3 âåðøèíû f1, f2, f3, ñìåæíûå ñ
ïàðàìè âåðøèí èç ∆ ∩ [z]. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ âåðøèí
p, q ∈ [z]∩∆ ïîäãðàô [p] ∩ [q] ñîäåðæèò y, z è íå ìåíåå 2 âåðøèí èç {f1, f2, f3}.
Çíà÷èò, |Γ3(u)| = 1 è |Γ2(u)∩Γ2(y)| = 4. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ
âåðøèí p, q ∈ [x] ∩ Γ2(u) ∩ Γ2(y) ïîäãðàô [p] ∩ [q] ñîäåðæèò x è 3 âåðøèíû èç
[u]− [x].

Ëåììà 17. Åñëè µ = 1, òî Γ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðåãóëÿðíûì ãðàôîì áåç òðåóãîëü-
íèêîâ ñòåïåíè 6, ëèáî ðåáåðíûì ãðàôîì ðåãóëÿðíîãî ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ
ñòåïåíè 6, èìåþùåãî îáõâàò, áîëüøèé 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ = 1. Òîãäà îêðåñòíîñòü êàæäîé âåðøèíû â Γ
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì t+1 èçîëèðîâàííûõ (λ+1)-êëèê. Òàê êàê b1 = t(λ+1),
òî ëèáî t = 1 è λ = 4, ëèáî t = 5 è λ = 0. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå Γ ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì ãðàôîì áåç òðåóãîëüíèêîâ ñòåïåíè 6. Åñëè æå t = 1 è λ = 4, òî
Γ ÿâëÿåòñÿ ðåáåðíûì ãðàôîì ðåãóëÿðíîãî ãðàôà áåç òðåóãîëüíèêîâ ñòåïåíè 6,
èìåþùåãî îáõâàò, áîëüøèé 4.

Ëåììà 18. Åñëè µ = 2, òî ëèáî k = 6, ëèáî Γ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âîñüìè-
óãîëüíûì ãðàôîì äèàìåòðà, íå áîëüøåãî 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ = 2. Òàê êàê k− 2b1 +1 ≤ 2, òî k ≤ 11. Â ñëó÷àå
k = 10 èìååì µ = k− 2b1 +2 è ïî ñëåäñòâèþ èç [9] Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì Çåéäåëÿ.
Ïîýòîìó k = 6 èëè 8.

Ïóñòü k = 8. Òîãäà Γ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî âîñüìèóãîëüíûì ãðàôîì (â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé âåðøèíû a ñîäåðæèò 4-öèêë uwxy è
µ(u, x) ≥ 3) è |Γ2(u)| = 20 äëÿ ëþáîé âåðøèíû u. Äëÿ x ∈ Γ2(u) ñòåïåíü
âåðøèíû x â ãðàôå Γ2(u) íå ìåíüøå 4, åñëè [u] ∩ [x] ÿâëÿåòñÿ êîêëèêîé.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.9.1 èç [4] èìååì ci(u, y) ≥ i äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí u, y
ñ d(u, y) = i. Äîïóñòèì, ÷òî d(u, y) = 5. Òîãäà |[y]∩Γ4(u)| ≥ 5 è |[x]∩Γ3(u)| ≥ 4
äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ [y] ∩ Γ4(u). Ïîýòîìó |Γ3(u) ∩ Γ2(y)| ≥ 10. Òàê êàê
|[w] ∩ Γ2(u)| ≥ 3 äëÿ ëþáîé âåðøèíû w ∈ Γ3(u) ∩ Γ2(y), òî [w] ∩ [y] ÿâëÿåòñÿ
êëèêîé. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî íåêîòîðîå ðåáðî èç [y] ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòè
äâóõ âåðøèí èç Γ3(u) ∩ Γ2(y). Ëåììà, à âìåñòå ñ íåé è òåîðåìà 2 äîêàçàíû.
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