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Abstract. We study groups with generally �nite element.
Íååäèíè÷íûé ýëåìåíò a ãðóïïû G ñ êîíå÷íûìè ïîäãðóïïàìè âèäà Lg =

〈a, ag〉 (g ∈ G) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, è íàçûâàåòñÿ H-êîíå÷íûì, åñëè óêàçàí-
íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ g ∈ G \ H. Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî óñëîâèå âûïîë-
íÿåòñÿ ïî÷òè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ag, ò.å., êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ, ýëåìåíò a áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè êîíå÷íûì (ïî÷òè H-êîíå÷íûì). Â
÷àñòíîñòè, âî âñåõ ñå÷åíèÿõ ãðóïïû Øóíêîâà ïî êîíå÷íûì ïîäãðóïïàì ýëå-
ìåíòû ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ êîíå÷íû.

Îñëàáëåíèå ïîíÿòèÿ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà äà¼ò óñëîâèå (a, b)-êîíå÷íîñòè, êî-
ãäà íååäèíè÷íûé ýëåìåíò a èç G ïîðîæäàåò ïî÷òè ñ êàæäûì ýëåìåíòîì (ò.å.
çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà) ñîïðÿæåííûì ñ b 6= 1,
êîíå÷íóþ ïîäãðóïïó. Ýëåìåíò a ãðóïïû G íàçîâ¼ì îáîáùåííî êîíå÷íûì, åñëè
â êàæäîì ñå÷åíèè ãðóïïû G ïî ïåðèîäè÷åñêîé ïîäãðóïïå, ñîäåðæàùåì íååäè-
íè÷íûé îáðàç a ýëåìåíòà a, äëÿ ïîäõîäÿùåãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà b âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (a, b)-êîíå÷íîñòè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîíå÷íûé ýëåìåíò
ãðóïïû îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è îáîáù¼ííî êîíå÷íûì.
Òåîðåìà 1. Ïðèìàðíàÿ ãðóïïà G, îáëàäàþùàÿ îáîáùåííî êîíå÷íûì ýëåìåí-
òîì a ïðîñòîãî ïîðÿäêà p ñ ÷åðíèêîâñêèì öåíòðàëèçàòîðîì CG(a), ÿâëÿåòñÿ
÷åðíèêîâñêîé ãðóïïîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëü-
òàòû.
Ïðåäëîæåíèå 1 (Ëåììà Äèöìàíà). Â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå êîíå÷íîå èíâàðè-
àíòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïîðîæäàåò êîíå÷íóþ ïîä-
ãðóïïó [2].

Popov, A.M., On p-groups with generally finite element.
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Ïðåäëîæåíèå 2 (Òåîðåìà ×åðíèêîâà). Êëàññ ÷åðíèêîâñêèõ ãðóïï çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèé [1].
Ïðåäëîæåíèå 3 (Òåîðåìà Ìåðçëÿêîâà). Ãðóïïà âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ
Out (G) ïðîèçâîëüíîé ÷åðíèêîâñêîé ãðóïïû G ïî÷òè âñÿ íå èìååò êðó÷åíèÿ
([3], ñì. òàêæå [4], ñòð. 458).
Ïðåäëîæåíèå 4 (Òåîðåìà Áëýêáåðíà). Ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà � ÷åð-
íèêîâñêàÿ, åñëè â íåé öåíòðàëèçàòîð íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïîðÿäêà p � ÷åð-
íèêîâñêàÿ ãðóïïà [5].
Ïðåäëîæåíèå 5 ([6], òåîðåìà 1). Ïóñòü G � p-ãðóïïà, a � åå ýëåìåíò ïðî-
ñòîãî ïîðÿäêà p è CG(a) � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà ëèáî G � ÷åðíèêîâñêàÿ
ãðóïïà, ëèáî G îáëàäàåò íå ëîêàëüíî êîíå÷íûì ñå÷åíèåì ïî ÷åðíèêîâñêîé ïîä-
ãðóïïå, â êîòîðîì ìàêñèìàëüíàÿ ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ
îáðàç ýëåìåíòà a, åäèíñòâåííà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà 1 íå âåðíà è ïóñòü G � ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòð-
ïðèìåð. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ãðóïïà G îáëàäàåò íå ëîêàëüíî êîíå÷íûì
ñå÷åíèåì G1 ïî ÷åðíèêîâñêîé ïîäãðóïïå, â êîòîðîì ìàêñèìàëüíàÿ ëîêàëüíî
êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ îáðàç ýëåìåíòà a, åäèíñòâåííà. Îáîçíà÷èì
ýòó ïîäãðóïïó ÷åðåç M , à ÷åðåç a îáðàç ýëåìåíòà a.

Ïîêàæåì, ÷òî ñå÷åíèå G1 ìîæåò áûòü âûáðàíî áåç íåòðèâèàëüíûõ ÷åð-
íèêîâñêèõ íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 1 6= T 1 / G1 è T 1

� ÷åðíèêîâñêàÿ ïîäãðóïïà. Òàê êàê CG1
(a) � êîíå÷íàÿ èëè ÷åðíèêîâñêàÿ

ãðóïïà, òî èç a ∈ T 1 ñëåäóåò, ÷òî CG1
(T 1) � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà è ïî-

ñêîëüêó ïî ïðåäëîæåíèþ 2 êëàññ ÷åðíèêîâñêèõ ãðóïï çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
ðàñøèðåíèé, òî T 1CG1

(T 1) òàêæå ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3
|G1 : T 1CG1

(T 1)| < ∞ è, çíà÷èò, G1 � ÷åðíèêîâñêàÿ ãðóïïà. Ïðîòèâîðå÷èå,
ïîêàçûâàþùåå, ÷òî a 6∈ T 1.

Ïåðåéä¼ì ê ôàêòîð-ãðóïïàì è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: G1
2 = G1/T 1. Ïóñòü T 1

2 �
÷åðíèêîâñêàÿ ïîäãðóïïà èç G1

2 è T 1
2 /G

1
2. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå

a1 6∈ T 1
2 (a1 � îáðàç ýëåìåíòà a). Ïåðåõîäÿ ê ïðîîáðàçàì, îáîçíà÷èì ÷åðåç T 2

� ïðîîáðàç T 1
2 â G1. Î÷åâèäíî, ÷òî T 1 < T 2 è rankT 1 < rankT 2. Ïðîäîëæèì

ýòîò ïðîöåññ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå îáðûâàåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå. Òîãäà
ìû ïîñòðîèì áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùóþ öåïü ïîäãðóïï:

T 1 < T 2 < . . . Tn < . . . .

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå Tω ïîäãðóïï ýòîé öåïè. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4
Tω äîëæíà áûòü ÷åðíèêîâñêîé ãðóïïîé, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ,
rankTω = ∞. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì óêàçàííûé ïðîöåññ îáîðâ¼òñÿ íà
êîíå÷íîì øàãå. Çíà÷èò, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óæå â
ñàìîì ñå÷åíèè G1 íåò íîðìàëüíûõ ÷åðíèêîâñêèõ ïîäãðóïï.

Òàê êàê a � îáîáù¼ííî êîíå÷íûé ýëåìåíò, òî â ñå÷åíèè G1 íàéä¼òñÿ ýëåìåíò
b1 òàêîé, ÷òî ïî÷òè âñå ïîäãðóïïû 〈a, bg1〉 (g ∈ G1) êîíå÷íû. Â ñèëó åäèíñòâåí-
íîñòè ïîäãðóïïû M âñå ýëåìåíòû b

g

1, äëÿ êîòîðûõ |〈a, bg1〉| < ∞, ñîäåðæàòñÿ â
M . Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà bg1 ïîäãðóïïà 〈a, bg1〉 êîíå÷íà.

Ïóñòü Ω = {bg1| |〈a, b
g

1〉| < ∞}, Γ = {bg1| |〈a, b
g

1〉| = ∞} � íåïóñòîå ìíîæåñòâî
è Σ = Ω ∪ Γ. ßñíî, ÷òî Ω ⊂ M . Áóäåì äåéñòâîâàòü ïîëíîé ÷àñòüþ ãðóïïû M ,
îáîçíà÷àåìîé M̃ , íà ìíîæåñòâå Σ. Òàê êàê Ω ⊂M , òî M̃ îñòàâëÿåò ìíîæåñòâî
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Ω íà ìåñòå. Ïîñêîëüêó Σ � èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, òî Γ òàêæå áóäåò èíâà-
ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ M̃ . Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ (a, b)-êîíå÷íîñòè
ìíîæåñòâî Γ êîíå÷íî, à ïîëíàÿ ãðóïïà M̃ íå ñîäåðæèò ïîäãðóïï êîíå÷íîãî
èíäåêñà. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Γ ⊂ CG(M̃). Êðîìå òîãî a ∈ NG(M̃).

Äàëåå ïåðåéä¼ì ê ôàêòîð-ãðóïïå NG(M̃)/M̃ . Ýòà ôàêòîð-ãðóïïà ñîäåðæèò
íååäèíè÷íûé îáðàç ýëåìåíòà a è îáðàçû ýëåìåíòîâ èç Γ, ïðè÷¼ì êàæäûé èç
íèõ ñ îáðàçîì ýëåìåíòà a ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íóþ ïîäãðóïïó ïî îïðåäåëåíèþ
ìíîæåñòâà Γ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî ΓM̃/M ⊂ M/M̃ êîíå÷íî, è, çíà-
÷èò, ýëåìåíò b1M̃/M̃ ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì êëàññå ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû NG(M̃)/M̃ . Ïî ëåììå Äèöìàíà (ïðåäëîæåíèå 1) ýòîò êëàññ ïîðîæäàåò
â NG(M̃)/M̃ êîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó è ïîýòîìó îáðàç ýëåìåíòà a ñ
îáðàçîì ëþáîãî ýëåìåíòà èç Γ ïîðîæäàþò êîíå÷íóþ ãðóïïó. Òàê êàê ïîñëåäíåå
íåâîçìîæíî, òî óæå â G1 âñå ïîäãðóïïû 〈a, bg1〉 êîíå÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî,M ñî-
âïàäàåò ñ êëàññîì ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ bG1

1 . Íî òîãäà 〈bG1

1 〉 � íîðìàëüíàÿ
â G1 ÷åðíèêîâñêàÿ ïîäãðóïïà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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