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ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ПО ВЕЙЛЮ СЕЧЕНИЯ
НОСИТЕЛЕЙ МЕРОЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ

Л.И. ДАНИЛОВ

Abstract. We prove that there exist Weyl almost periodic selections
of supports of Weyl almost periodic measure-valued functions R 3 t →
µ[.; t] ∈ M(U) taking values in the space M(U) of Borel probability
measures defined on a complete separable metric space U .

Введение

Утверждения о существовании почти периодических (п.п.) сечений много-
значных п.п. отображений R 3 t → F (t) ⊆ H с замкнутыми образами
в банаховом пространстве H необходимы при исследовании п.п. решений
дифференциальных включений (см., например, работы [1, 2], в которых
поставлен вопрос о существовании п.п. по Вейлю и п.п. по Безиковичу
сечений многозначных п.п. отображений). Известно, что п.п. по Бору
многозначные отображения R 3 t → F (t) ⊆ H не всегда имеют п.п.
по Бору сечения [3]. В [4], в частности, приведен пример не п.п. по
Бору непрерывной функции f : R → R2\{0}, для которой R 3 t →
{−f(t), f(t)} ⊂ R2 – двузначное п.п. по Бору отображение. Существование
п.п. по Степанову сечений многозначных п.п. по Степанову отображений
было впервые доказано в [5] на основе результатов Фришковского [6]. Другое
доказательство, использующее равномерную аппроксимацию п.п. по Степанову
функций элементарными п.п. по Степанову функциями, предложено в [4].
Использование равномерной аппроксимации позволяет доказать существо-
вание п.п. по Степанову сечений, удовлетворяющих разнообразным дополни-
тельным условиям [7, 8]. В [9, 10] доказано существование п.п. по Вейлю
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сечений многозначных п.п. по Вейлю отображений со значениями в полном
метрическом пространстве U . Аналогичный результат для п.п. по Безиковичу
сечений приведен в [11]. В данной работе исследуются п.п. по Вейлю сечения
многозначных отображений R 3 t → F (t) ⊆ U со значениями в полном сепара-
бельном метрическом пространстве U , являющихся носителями п.п. по Вейлю
вероятностных мерозначных функций. Как и в [9], используется равномерная
аппроксимация п.п. по Вейлю функций элементарными п.п. по Вейлю функ-
циями.

В § 1 приведены определения и сформулированы утверждения о п.п. по
Вейлю функциях, которые необходимы в дальнейшем. Многие результаты о
п.п. функциях содержатся, например, в [12]. Доказательства ряда утверждений
о п.п. по Вейлю функциях можно найти в [10] (см. также [9, 13]). Относитель-
но используемых утверждений о вероятностных борелевских мерах см. [14].
В конце § 1 сформулирована теорема 2, являющаяся основным результатом
работы. Доказательство теоремы 2 приведено в § 3. В § 2 собраны вспомога-
тельные результаты.

1. Определения и основное утверждение

Пусть (U, ρ) – полное метрическое пространство, meas – мера Лебега на R.
Функция f : R→ U называется элементарной, если существуют точки xj ∈ U
и непересекающиеся измеримые по Лебегу множества Tj ⊆ R, j ∈ N, такие,
что measR\⋃

j Tj = 0 и f(t) = xj при t ∈ Tj . Обозначим такую функцию
через f(.) = F({xj}, {Tj}; .). Для произвольных функций fj : R → U , j ∈ N,
будем также обозначать через F({fj}, {Tj}; .) функцию, совпадающую с fj(.) на
множествах Tj (функции fj и множества Tj будут нумероваться в дальнейшем
также с помощью нескольких индексов). Функция f : R → U измерима, если
для любого ε > 0 существует элементарная функция fε : R → U такая, что
ρ(f(t), fε(t)) < ε при почти всех (п.в.) t ∈ R. Совокупность измеримых функ-
ций f : R→ U обозначим через M(R, U).

Фиксируем точку x0 ∈ U . Пусть при p ≥ 1

Mp(R, U) = {f ∈ M(R, U) : sup
ξ∈R

ξ+1∫

ξ

ρ p(f(t), x0) dt < +∞} .

На множестве Mp(R, U) для всех l > 0 определяются метрики

D
(ρ)
p, l(f, g) =

(
sup
ξ∈R

1
l

ξ+l∫

ξ

ρ p(f(t), g(t)) dt

)1/p

, f, g ∈ Mp(R, U) .

Множество T ⊆ R назывется относительно плотным, если существует
число a > 0 такое, что [ξ, ξ +a]∩T 6= ∅ для всех ξ ∈ R. Число τ ∈ R называется
(ε,D(ρ)

p, l)-почти периодом функции f ∈ Mp(R, U), ε > 0, если D
(ρ)
p, l(f(.), f(. +

τ)) < ε. Функция f ∈ Mp(R, U), p ≥ 1, принадлежит пространству Wp(R, U)
п.п. по Вейлю функций порядка p, если для любого ε > 0 существует число
l = l(ε, f) > 0 такое, что множество (ε,D(ρ)

p, l)-почти периодов функции f
относительно плотно.

На пространстве U определим также метрику ρ ′(x, y) = min {1, ρ(x, y)},
x, y ∈ U ; (U, ρ ′) – полное метрическое пространство. Пусть W (R, U) .=
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W1(R, (U, ρ′)) – пространство п.п. по Вейлю функций f : R → U порядка 1 со
значениями в метрическом пространстве (U, ρ′). Имеем Wp(R, U) ⊆ W1(R, U) ⊆
W (R, U), p ≥ 1. Обозначим через M ]

p(R, U) множество функций f ∈ Mp(R, U),
для которых

lim
δ→+0

lim
l0→+∞

sup
l≥l0

(
sup
ξ∈R

1
l

sup
T⊆[ξ,ξ+l] : meas T≤δl

∫

T

ρ p(f(t), x0) dt

)1/p

= 0 .

Справедливо равенство (см., например, [9])

Wp(R, U) = W (R, U)
⋂

M ]
p(R, U) , p ≥ 1 . (1)

Последовательность τj ∈ R, j ∈ N, называется f -возвращающей для
функции f ∈ W (R, U), если для любого ε > 0 существуют числа l = l(ε, f) > 0
и j0 ∈ N такие, что все числа τj , j ≥ j0 , являются (ε,D(ρ ′)

1, l )-почти периодами
функции f . Аналогично определяются f -возвращающие последовательности
для функций f ∈ Wp(R, U) (при замене метрики D

(ρ ′)
1, l на метрику D

(ρ)
p, l),

при этом f -возвращающие последовательности для функций f ∈ Wp(R, U) ⊆
W (R, U) не зависят от того, какому именно из рассматриваемых пространств
п.п. функций функция f считается принадлежащей.

Для функции f ∈ W (R, U) через Mod f обозначается модуль (группа по
сложению) таких чисел λ ∈ R, что e iλτj → 1 при j → +∞ (где i2 = −1) для
любой f -возвращающей последовательности τj . Если τj ∈ R, j ∈ N, и e iλτj → 1
при j → +∞ для всех λ ∈ Mod f , где f ∈ W (R, U), то последовательность
τj является f -возвращающей. Если U = (H, ‖.‖) – банахово пространство и
f ∈ W1(R,H), то Mod f совпадает с модулем частот функции f .

Если Λj ⊆ R – произвольные модули, то через
∑

j Λj (или Λ1 + · · · + Λn

для конечного числа модулей Λj , j = 1, . . . , n) обозначается сумма модулей,
определяемая как наименьший модуль в R, содержащий все множества Λj .

Обозначим через (clbU,dist) метрическое пространство непустых замкнутых
ограниченных множеств A ⊆ U с метрикой Хаусдорфа

dist(A,B) = distρ(A,B) = max
{
sup
x∈A

ρ(x,B), sup
x∈B

ρ(x,A)
}

, A, B ∈ clbU ,

где ρ(x, F ) = infy∈F ρ(x, y) – расстояние от точки x ∈ U до непустого множества
F ⊆ U . Пусть cl U – совокупность непустых замкнутых множеств A ⊆ U
и distρ′ – метрика Хаусдорфа на cl U , соответствующая метрике ρ′. Имеем
clU = clb(U, ρ′). Метрические пространства (clbU,dist) и (cl U,distρ′) являются
полными. Так как dist ′(A,B) .= min {1, dist (A, B)} = distρ ′(A,B) для всех
A,B ∈ clbU , то вложение (clbU,dist ′) ⊆ (cl U,distρ ′) изометрично. Пространства
W (R, clbU) и Wp(R, clbU), p ≥ 1, п.п. по Вейлю многозначных отображений
R 3 t → F (t) ∈ clbU определяются как соответствующие пространства
п.п. по Вейлю функций со значениями в метрическом пространстве
(clbU,dist). Положим W (R, clU) .= W1(R, (cl U,distρ ′)). Справедливы вложения
Wp(R, clbU) ⊆ W1(R, clbU) ⊆ W (R, clbU) ⊆ W (R, cl U).

Пусть (U, ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство, B(U) – σ-
алгебра борелевских подмножеств метрического пространства (U, ρ), (M(U), d)
– полное сепарабельное метрическое пространство вероятностных борелевских
мер, определенных на σ-алгебре B(U), с метрикой Леви – Прохорова d(µ1, µ2)

.=
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inf{ε > 0 : µ1[A] ≤ µ2[Aε] + ε для всех непустых множеств A ∈ B(U)},
µ1[.], µ2[.] ∈M(U), где Aε = {x ∈ U : ρ(x,A) < ε}.

Пусть (Cb(U), ‖.‖Cb(U)) – банахово пространство ограниченных непрерывных
функций F : U → R с нормой

‖F‖Cb(U) = sup
x∈U

|F(x)| , F ∈ Cb(U) ;

C+
b (U) – множество неотрицательных функций из Cb(U). Каждой мере µ[.] ∈

M(U) ставится в соответствие линейный (вероятностный) функционал µ(.) на
банаховом пространстве Cb(U):

µ(F) =
∫

U

F(x) µ[dx] , F ∈ Cb(U) .

Если µ ∈ M(U), G ∈ C+
b (U) и µ(G) > 0, то существует мера µG ∈ M(U)

такая, что µG(F) = (µ(G))−1µ(GF) для всех F ∈ Cb(U). Через supp µ и suppF
обозначаются носители меры µ ∈M(U) и функции F ∈ Cb(U). Для µ ∈M(U),
x ∈ U и ε ∈ (0, 1) положим rε(x, µ) = inf{r > 0 : µ[Ur(x)] > ε}, где Ur(x) = {y ∈
U : ρ(x, y) < r}. Пусть δx[.] – мера Дирака, сосредоточенная в точке x ∈ U .

Пространство W1(R,M(U)) п.п. по Вейлю мерозначных функций R 3 t →
µ[.; t] ∈M(U) определяется как пространство п.п. по Вейлю функций порядка
1 со значениями в метрическом пространстве (M(U), d).

Теорема 1 ([15]). Пусть (U, ρ) – полное сепарабельное метрическое прост-
ранство. Тогда мерозначная функция R 3 t → µ[.; t] ∈ M(U) принадлежит
пространству W1(R,M(U)) в том и только в том случае, когда µ(F ; .) ∈
W1(R,R) для всех функций F ∈ Cb(U). При этом

Mod µ[.; .] =
∑

F∈Cb(U)

Modµ(F ; .) .

Следующая теорема является основным результатом данной работы.

Теорема 2. Пусть (U, ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство,
g ∈ W (R, U), µ[.; .] ∈ W1(R,M(U)). Тогда для любого ε ∈ (0, 1) существует
функция fε ∈ W (R, U) такая, что Mod fε(.) ⊆ Mod g(.) + Mod µ[.; .], fε(t) ∈
supp µ[.; t] почти всюду (п.в.) и ρ(fε(t), g(t)) ≤ ε + rε(g(t), µ[.; t]) п.в.

Аналогичное утверждение для п.п. по Степанову функций g(.) и µ[.; .] приве-
дено в [7]. Теорема 2 дополняет теорему 3, доказанную в [9].

Теорема 3. Пусть (U, ρ) – полное метрическое пространство, g ∈ W (R, U),
F ∈ W (R, clU). Тогда для любой неубывающей функции η : [0,+∞) → [0, +∞),
для которой η(0) = 0 и η(t) > 0 при t > 0, существует функция f ∈ W (R, U)
такая, что Mod f ⊆ Mod g + ModF , f(t) ∈ F (t) п.в. и ρ(f(t), g(t)) ≤
ρ(g(t), F (t)) + η(ρ(g(t), F (t))) п.в.

Если в условиях теоремы 3 F ∈ Wp(R, clbU) для некоторого p ≥ 1, то из (1)
следует, что также f ∈ Wp(R, U) [9].

Замечание. Пусть U = R, ρ(x, y) = |x − y|, x, y ∈ R. Существует
мерозначная функция µ[.; .] ∈ W1(R,M(R)) такая, что supp µ[.; .] /∈ W (R, clR).
Действительно, положим µ[.; t] = δ0[.], если |t| ≤ 1, и µ[.; t] = 2−kδs(k)[.] +
(1 − 2−k)δ0[.], если 2k−1 < |t| ≤ 2k, k ∈ N, где s(k) = 1 при k ∈ 2N − 1 и
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s(k) = −1 при k ∈ 2N. Легко проверить, что для любого ε > 0 существует
такое число l > 0, что D

(d)
1, l(µ[.; .], µ[.; . + τ ]) < ε для всех τ ∈ R. Следовательно,

µ[.; .] ∈ W1(R,M(R)). С другой стороны, D
(dist′)
1, l (suppµ[.; .], supp µ[.; . + τ ]) = 1

для всех l > 0, τ ∈ R\(−l, l). Поэтому supp µ[.; .] /∈ W (R, clR).

2. Вспомогательные утверждения

Пусть W (R) – совокупность множеств T ⊆ R таких, что χT ∈ W1(R,R). Если
T ∈ W (R), то положим ModT = ModχT . Справедлива следующая простая
лемма.

Лемма 1. Пусть T1 , T2 ∈ W (R). Тогда T1

⋂
T2 ∈ W (R), T1

⋃
T2 ∈ W (R)

и T1\T2 ∈ W (R). При этом модули ModT1

⋂
T2 , Mod T1

⋃
T2 и Mod T1\T2

содержатся в Mod T1 + Mod T2 .

Для произвольного модуля Λ ⊆ R обозначим через M (W )(Λ) совокупность
последовательностей {Tj}j∈N непересекающихся множеств Tj ∈ W (R) таких,
что Mod Tj ⊆ Λ, measR\⋃

j Tj = 0 и

lim
N→+∞

lim
l→+∞

sup
ξ∈R

1
l

meas [ξ, ξ + l] \
N⋃

j=1

Tj = 0 .

Лемма 2 ([9]). Пусть fj ∈ W (R, U), j ∈ N, и {Tj} ∈ M (W )(R). Тогда
F({fj}, {Tj}; .) ∈ W (R, U) и ModF({fj}, {Tj}; .) ⊆

∑
j Mod fj(.) +

∑
j Mod Tj .

Теорема 4 ([9]). Пусть f ∈ W (R, U). Тогда для любого ε > 0 существуют
множества Tj ∈ W (R) и точки xj ∈ U , j ∈ N, такие, что {Tj} ∈
M (W )(Mod f) и ρ(f(t), xj) < ε для всех t ∈ Tj .

Лемма 3. Пусть f ∈ W (R,R). Тогда для любых a ∈ R и ε > 0 найдется
множество T ∈ W (R) такое, что Mod T ⊆ Mod f , f(t) > a при всех t ∈ T и
f(t) < a + ε при п.в. t ∈ R\T .

Лемма 3 доказана в [9]. Она также является следствием следующего утверж-
дения: если f ∈ W (R,R), то для всех чисел λ ∈ R, не принадлежащих некото-
рому не более чем счетному множеству, имеем {t ∈ R : f(t) ≥ λ} ∈ W (R) и
Mod {t ∈ R : f(t) ≥ λ} ⊆ Mod f [16]. Лемма 3 используется при доказательстве
теоремы 4.

Лемма 4. Пусть fj ∈ W (R,R), j = 1, . . . , N , и
∑N

j=1 fj(t) ≥ ε > 0 при п.в. t ∈
R. Тогда для любого ε ′ > 0 существуют непересекающиеся множества Tj ∈
W (R), j = 1, . . . , N , такие, что measR\⋃N

j=1 Tj = 0, Mod Tj ⊆
∑N

k=1 Mod fk и
fj(t) > ε

N − ε ′ при всех t ∈ Tj , j = 1, . . . , N .

Доказательство. В силу леммы 3 существуют множества T ′
j ∈ W (R), j =

1, . . . , N , такие, что Mod T ′
j ⊆ Mod fj , fj(t) > ε

N −ε ′ при всех t ∈ T ′
j и fj(t) < ε

N

при п.в. t ∈ R\T ′
j . Тогда measR\⋃N

k=1 T ′
k = 0. Осталось положить T1 = T ′

1 ,
Tj = T ′

j \
⋃j−1

k=1 T ′
k при j = 2, . . . , N и воспользоваться леммой 1. ¤

Пусть (U, ρ) и (V, ρV ) – метрические пространства, C(U, V ) – метрическое
пространство непрерывных функций F : U → V с метрикой

DC(U,V )(F1,F2) = sup
x∈U

min {1, ρV (F1(x),F2(x))} , F1,F2 ∈ C(U, V ) .
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Через F(.|Y ) обозначается ограничение функции F ∈ C(U, V ) на непустое
множество Y ⊆ U .

Лемма 5 ([10, 13]). Пусть (U, ρ) и (V, ρV ) – полные метрические пространст-
ва, f ∈ W (R, U), F(., t) ∈ C(U, V ), t ∈ R. Предположим, что для некоторого
r > 0 при всех x ∈ U функции R 3 t → F(.|Ur(x), t) ∈ C(Ur(x), V ) принадлежат
пространствам W1(R, (C(Ur(x), V ), DC(Ur(x),V ))). Тогда F(f(.), .) ∈ W (R, V ) и
ModF(f(.), .) ⊆ Mod f(.) +

∑
x∈U ModF(.|Ur(x), .).

Лемма 6. Пусть (U, ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство
и функция R 3 t → F(., t) ∈ (Cb(U), ‖.‖Cb(U)) принадлежит пространству
W (R, Cb(U)). Тогда для любой мерозначной функции µ[.; .] ∈ W1(R,M(U))
функция R 3 t → µ(F(., t); t) принадлежит пространству W (R,R) и
Mod µ(F(., .); .) ⊆ ModF(., .) + Mod µ[.; .].

Доказательство. Поставим в соответствие функциям F(., t) ∈ Cb(U) функции
M(U) 3 µ′ → F̃(µ ′, t) .= µ′(F(., t)), t ∈ R. Имеем F̃(., t) ∈ Cb(M(U)).
Так как ‖F̃(., t)‖Cb(M(U)) = ‖F(., t)‖Cb(U) п.в., то F̃(., .) ∈ W (R, Cb(M(U)))
и Mod F̃(., .) = ModF(., .). С другой стороны, метрическое пространство
(M(U), d) полное и µ(F(., t); t) = F̃(µ[.; t], t), t ∈ R, поэтому лемма 6 является
следствием леммы 5. ¤

Лемма 7. Пусть (U, ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство,
µ[.; .] ∈ W1(R,M(U)), G(., .) ∈ W1(R, Cb(U)), G(., t) ∈ C+

b (U) и µ(G(., t); t) ≥
ε > 0 при п.в. t ∈ R. Тогда функция R 3 t → µG(.,t)[.; t] принадлежит прост-
ранству W1(R,M(U)) и ModµG(.,.)[.; .] ⊆ Mod µ[.; .] + Mod G(., .).

Доказательство. В силу леммы 6 µ(G(., .); .) ∈ W (R,R) и Mod µ(G(., .); .) ⊆
Mod µ[.; .] + Mod G(., .). Так как µ(G(., t); t) ≥ ε > 0 п.в., то
с помощью леммы 5 получаем, что (µ(G(., .); .))−1 ∈ W (R,R) и
Mod (µ(G(., .); .))−1 ⊆ Mod µ(G(., .); .) ⊆ Mod µ[.; .] + Mod G(., .). С
другой стороны, для любой функции F ∈ Cb(U) имеем F(.)G(., .) ∈
W (R, Cb(U)) и ModF(.)G(., .) ⊆ Mod G(., .). Поэтому функция R 3
t → µG(.,t)(F ; t) .= (µ(G(., t); t))−1µ(F(.)G(., t); t) принадлежит пространству
W (R,R) и ModµG(.,.)(F ; .) ⊆ Mod µ[.; .] + ModG(., .) (см. следствие 14 в [9]).
Теперь осталось воспользоваться теоремой 1 и равенством (1). ¤

3. Доказательство теоремы 2

Обозначим diam Y = supx,y∈Y ρ(x, y), ∅ 6= Y ⊆ U .

Теорема 5. Пусть (U, ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство,
µ[.; .] ∈ W1(R,M(U)). Тогда для любого δ > 0 существует мерозначная функ-
ция µ′[.; .] ∈ W1(R,M(U)) такая, что Mod µ′[.; .] ⊆ Modµ[.; .], supp µ′[.; t] ⊆
supp µ[.; t] и diam suppµ′[.; t] ≤ δ при п.в. t ∈ R.
Доказательство. Пусть ε ∈ (0, δ

2 ) и ε ≤ 1
4 . В силу теоремы 4 существуют

множества Tj ∈ W (R) и меры µj ∈ M(U), j ∈ N, такие, что
{Tj} ∈ M (W )(Mod µ[.; .]) и d(µ[.; t], µj [.]) < ε для всех t ∈ Tj . Так как
пространство (U, ρ) предполагается сепарабельным, то µj – радоновские меры
и, следовательно, можно выбрать компактные множества Kj ⊆ U , j ∈ N, для
которых µj [Kj ] ≥ 1

2 . Тогда для всех t ∈ Tj справедлива оценка µ[Kε
j ; t] >
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µj [Kj ] − ε ≥ 1
4 . Для каждого j ∈ N найдется конечное число ненулевых

функций ϕjk ∈ C+
b (U), k = 1, . . . , N(j), таких, что diam supp ϕjk ≤ δ,

0 ≤ ∑N(j)
k=1 ϕjk(x) ≤ 1 для всех x ∈ U и

∑N(j)
k=1 ϕjk(x) = 1 для всех x ∈ Kε

j .
Определим функции

R 3 t → fjk(t) =
{

µ(ϕjk; t) , если t ∈ Tj ,
1 , если t ∈ R\Tj .

Из теоремы 1 и леммы 2 следует, что fjk ∈ W (R,R) и Mod fjk ⊆ Mod µ(ϕjk; .)+
Mod Tj ⊆ Mod µ[.; .]. При этом

∑N(j)
k=1 fjk(t) = µ

( ∑N(j)
k=1 ϕjk; t

) ≥ µ[Kε
j ; t] > 1

4

при всех t ∈ Tj (и
∑N(j)

k=1 fjk(t) = N(j) > 1
4 при всех t ∈ R\Tj). В силу

леммы 4 для любого j ∈ N существуют непересекающиеся множества T ′
jk ∈

W (R), k = 1, . . . , N(j), такие, что Mod T ′
jk ⊆ ∑N(j)

l=1 Mod fjl ⊆ Modµ[.; .],
measR\⋃N(j)

k=1 T ′
jk = 0 и fjk(t) > (5N(j))−1 при всех t ∈ T ′

jk . Обозначим
Tjk = Tj

⋂
T ′

jk . Имеем (см. лемму 1) Tjk ∈ W (R), Mod Tjk ⊆ Mod Tj+Mod T ′
jk ⊆

Mod µ[.; .]. Определим мерозначные функции

R 3 t → µjk[.; t] =
{

µ[.; t] , если t ∈ Tjk ,
δxjk

[.] , если t ∈ R\Tjk ,

где xjk ∈ U – любые точки, для которых ϕjk(xjk) > 0. Из (1) и леммы 2 следует,
что µjk[.; .] ∈ W1(R,M(U)) и Modµjk[.; .] ⊆ Mod µ[.; .] + ModTjk ⊆ Modµ[.; .].
Так как µjk(ϕjk; t) = fjk(t) > (5N(j))−1 для всех t ∈ Tjk (и µjk(ϕjk; t) =
ϕjk(xjk) для всех t ∈ R\Tjk), то из леммы 7 получаем, что µ

ϕjk(.)
jk [.; .] ∈

W1(R,M(U)) и Mod µ
ϕjk(.)
jk [.; .] ⊆ Mod µjk[.; .] ⊆ Mod µ[.; .]. Определим теперь

мерозначную функцию R 3 t → µ′[.; t] = F({µϕjk(.)
jk [.; .]}, {Tjk}; t). Так как

{Tjk}j∈N, k=1,...,N(j) ∈ M (W )(Mod µ[.; .]), то в силу (1) и леммы 2 имеем µ′[.; .] ∈
W1(R,M(U)) и Mod µ′[.; .] ⊆ ∑

j,k Mod µjk[.; .] +
∑

j,k Mod Tjk ⊆ Mod µ[.; .]. При
этом из определения мерозначной функции µ′[.; .] вытекает, что suppµ′[.; t] ⊆
supp µ[.; t] при п.в. t ∈ R. С другой стороны, supp µ′[.; t] = supp µ

ϕjk(.)
jk [.; t] ⊆

supp ϕjk(.) при всех t ∈ Tjk . Следовательно, diam supp µ ′[.; t] ≤ δ при п.в.
t ∈ R. ¤

Теорема 6. Пусть (U, ρ) – полное сепарабельное метрическое пространство,
µ[.; .] ∈ W1(R,M(U)). Тогда существует функция f(.) ∈ W (R, U) такая, что
Mod f(.) ⊆ Mod µ[.; .] и f(t) ∈ supp µ[.; .t] при п.в. t ∈ R.
Доказательство. Положим µ0[.; .] = µ[.; .]. Из теоремы 5 вытекает существо-
вание мерозначных функций µj [.; .] ∈ W1(R,M(U)), j ∈ N, таких, что
Mod µj [.; .] ⊆ Mod µj−1[.; .] ⊆ Modµ[.; .], supp µj [.; t] ⊆ suppµj−1[.; t] ⊆ supp µ[.; t]
и diam supp µj [.; t] ≤ j−1 при п.в. t ∈ R. Отсюда получаем, что при п.в.
t ∈ R существует единственная точка f(t) ∈ ⋂

j supp µj [.; t] ⊆ supp µ[.; t].
При этом мерозначная функция R 3 t → δf(t)[.] ∈ (M(U), d) измерима
и d(δf(t)[.], µj [.; t]) ≤ diam supp µj [.; t] ≤ j−1 п.в., следовательно, δf(.)[.] ∈
W1(R,M(U)) и Mod δf(.)[.] ⊆ Modµ[.; .] ([9], лемма 10). С другой стороны,
d(δx1 [.], δx2 [.]) = ρ ′(x1, x2) для всех x1, x2 ∈ U . Поэтому f ∈ W (R, U) и
Mod f(.) = Mod δf(.)[.] ⊆ Mod µ[.; .]. ¤
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Доказательство теоремы 2. Определим функцию

Gε(ξ) =





1 , если ξ ≤ 0 ,
1− ε−1ξ , если 0 < ξ ≤ ε ,
0 , если ξ > ε .

Для x ∈ U и µ′ ∈M(U) положим Rε(x, µ ′) = inf{r > 0 : µ′(Gε(ρ(., x)− r)) > ε}.
Справедливы неравенства 0 ≤ Rε(x, µ′) ≤ rε(x, µ′). На U ×M(U) определим
метрику D̃((x1, µ

′
1), (x2, µ

′
2)) = ρ(x1, x2)+d(µ1, µ2), (xj , µ

′
j) ∈ U×M(U), j = 1, 2.

Функция (U × M(U), D̃) 3 (x, µ′) → Rε(x, µ′) непрерывна, поэтому также
непрерывна функция (U × M(U), D̃) 3 (x, µ′) → Fε(x, µ ′; .) .= Gε(ρ(., x) −
Rε(x, µ′)) ∈ C+

b (U) ⊂ (Cb(U), ‖.‖Cb(U)). Пусть g(.) ∈ W (R, U) и µ[.; .] ∈
W1(R,M(U)). Тогда (g(.), µ[.; .]) ∈ W (R, U × M(U)) и Mod (g(.), µ[.; .]) ⊆
Mod g(.) + Modµ[.; .], поэтому из леммы 5 следует, что функция R 3
t → Fε(g(t), µ[.; t]; .) ∈ C+

b (U) принадлежит пространству W (R, Cb(U)) и
ModFε(g(.), µ[.; .]; .) ⊆ Mod g(.) + Mod µ[.; .]. Из определения функции Rε(., .)
получаем, что µ(Fε(g(t), µ[.; t]; .); t) ≥ ε при п.в. t ∈ R. Обозначим µ̃[.; t] .=
µFε(g(t),µ[.;t];.)[.; t], t ∈ R. В силу леммы 7 µ̃[.; .] ∈ W1(R,M(U)) и Mod µ̃[.; .] ⊆
Mod µ[.; .] + ModFε(g(.), µ[.; .]; .) ⊆ Mod g(.) + Modµ[.; .]. Из теоремы 6 следует
существование функции fε ∈ W (R, U) такой, что Mod fε(.) ⊆ Mod µ̃[.; .] ⊆
Mod g(.) + Mod µ[.; .] и fε(t) ∈ supp µ̃[.; t] п.в. Следовательно, fε(t) ∈ supp µ[.; t]
п.в. и fε(t) ∈ suppFε(g(t), µ[.; t]; .) п.в. Последнее означает, что ρ(fε(t), g(t)) ≤
ε + Rε(g(t), µ[.; t]) ≤ ε + rε(g(t), µ[.; t]) при п.в. t ∈ R. ¤
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