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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ЧЕРНИКОВСКИХ ГРУПП
В КЛАССЕ ГРУПП ШУНКОВА

С ЧЕТВЕРНОЙ СИЛОВСКОЙ 2-ПОДГРУППОЙ

М.Н. ИВКО

Abstract. We consider groups whose Sylow 2-subgroup is a four-group
L and the centralizers of involutions of L are Chernikov groups. Under
these circumstances we have obtained a characterization of Chernikov
groups in a class of Shunkov groups.

Введение

В §2 работы [1] для групп, являющихся расширением групп, не содержа-
щих инволюций, при помощи четверной группы Клейна L, автором была по-
лучена характеризация черниковских групп в классе групп Шункова по свой-
ствам централизаторов инволюций из L. При этом, ввиду теоремы Файта–
Томпсона [2], все конечные подгруппы группы G являлись разрешимыми, а са-
ма группа G, ввиду леммы 1.2 из [1], оказалась порождённой централизато-
рами инволюций из L. В данной работе аналогичная характеризация получе-
на для групп, в которых четверная подгруппа Клейна L является силовской
2-подгруппой группы G (без дополнительных ограничений на расположение
подгруппы L в группе G), а условие разрешимости накладывается только на
L-инвариантные конечные подгруппы.
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1. Определения и известные результаты

1. Говорят, что группа G удовлетворяет условию (a, b)-конечности для неко-
торых элементов a, b ∈ G, если почти все (т.е. все за исключением конечного
числа) группы вида гр(a, bg), где g ∈ G, конечны [6].

2. Группа G называется группой Шункова, если она сопряжённо бипри-
митивно конечна, т.е. для любой её конечной подгруппы H в фактор-группе
NG(H)/H любые два сопряжённых элемента простого порядка порождают ко-
нечную подгруппу. (см., например, [3]). 1

Остальные термины и обозначения, используемые в работе, являются обще-
принятыми (см., например, [4]–[8]), а ниже приведены известные результаты,
ссылаться на которые будем как на предложения с соответствующим номером.

1. (М.Н. Ивко [1]) Пусть в группе G, содержащей четверную подгруппу Клей-
на L, нормализатор любой L-инвариантной черниковской подгруппы является
черниковской группой, и A, B — черниковские подгруппы группы G. Если A∩B
содержит бесконечную L-инвариантную черниковскую группу, то гр(A, B) яв-
ляется черниковской группой.

2. (В.П. Шунков [5]) Если группа G, содержащая инволюции, обладает силь-
но вложенной подгруппой H и удовлетворяет условию (i, i)-конечности для
некоторой инволюции i ∈ G, то

а) множество элементов из H, строго вещественных относительно некото-
рой инволюции a ∈ G \H равномощно множеству инволюций из H.

б) любой элемент g ∈ G \H можно представить в виде g = ah, где h ∈ H
и a — некоторая инволюция из G \H;

в) все инволюции из H сопряжены в H;
г) для любой инволюции i ∈ H и любой инволюции t ∈ G \ H порядок

элемента it нечётен, и все элементы из (it) являются строго веществен-
ными относительно инволюций i и t.

3. (В.В. Беляев [9]) Пусть K — некоторое конечное подмножество группы G
и K ∩Kg 6= ∅ для любого g ∈ G. Тогда K ∩ FC(G) 6= ∅.

2. Основные результаты

Пользуясь обозначениями из доказательства теоремы 2.1 из [1] и несколько
модифицируя его, покажем сначала, что имеет место следующее обобщение
этой теоремы.

Теорема 1. Пусть G — группа Шункова, удовлетворяющая следующим усло-
виям:

1) силовская 2-подгруппа L группы G является четверной группой Клейна;
2) все L-инвариантные конечные подгруппы группы G разрешимы;
3) G = гр(CG(i), CG(j), CG(k)), где i, j, k — инволюции из L.
Группа G является черниковской тогда и только тогда, когда централи-

затор любой инволюции из L является черниковской группой.

Доказательство. Предположим, что теорема неверна, и, как и в доказа-
тельстве теоремы 2.1 из [1], среди всех групп, которые удовлетворяют усло-
вию доказываемой теоремы, выберем группу G с наименьшими параметрами

1По аналогии с термином "черниковская группа"автор в данном случае считает более
удачным употреблять термин "шунковская группа".
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(ri; ti; rj ; tj ; rk; tk), где rl — ранг полной части из CG(l), а tl — её индекс в CG(l)
для любой инволюции l ∈ L. Тогда для группы G справедливы утверждения
лемм 2.1–2.5 из [1].

Если пересечение CG(i) ∩ CG(j) бесконечно, то как следует из условия 3
теоремы и леммы 2.5 из [1], группа G является черниковской, что приводит
к противоречию. Таким образом, для группы G справедлива лемма 2.6, а так-
же леммы 2.7–2.9 из [1] (существование подгрупп Vn вытекает из условия 2
теоремы).

Предположим, что для некоторого n подгруппа V = Vn является 2-группой.
Тогда, ввиду условия 1 теоремы, возможны два случая.

1) |V | = 4. Если j 6∈ V , то подгруппа V h (j) имеет порядок 8, что противо-
речит условию 1 теоремы. Таким образом, j ∈ V . Далее, так как abn является
строго вещественным элементом относительно инволюции j и V C гр(ab−1

n , abn),
то (ab−1

n )jabn = j(abn)2 ∈ V . Но тогда и (abn)2 ∈ V , а следовательно, (abn)2 = 1.
Противоречие.

2) |V | = 2. Тогда V = (l) для некоторой инволюции l и ab−1
n , abn ∈ CG(l).

Так как L 6 NG ((l)) = CG(l), то l ∈ L. Очевидно, l 6= j. Предположим, что
l = i (случай, когда l = k, рассматривается аналогично). Тогда abn ∈ C̃G(i)
а поэтому (abn)i = abn . Но так как bn является строго вещественным элемен-
том относительно i, то bnab−1

n = b−1
n abn и гр(ab−1

n , abn) является циклической
группой нечётного порядка, вопреки тому, что V C гр(ab−1

n , abn).
Таким образом, порядки всех подгрупп Vn(n = 1, 2, . . .) нечётны и заключи-

тельная часть доказательства теперь дословно переносится из доказательства
теоремы 2.1 из [1], начиная с леммы 2.10. Теорема доказана.

Покажем теперь, что от условия 3 в теореме 1 можно отказаться.

Теорема 2. Пусть G — группа Шункова, удовлетворяющая следующим усло-
виям:

1) силовская 2-подгруппа L группы G является четверной группой Клейна;
2) все L-инвариантные конечные подгруппы группы G разрешимы.
Группа G является черниковской тогда и только тогда, когда централи-

затор любой инволюции из L является черниковской группой.

Доказательство. Предположим, что теорема неверна, и, как и в доказатель-
стве предыдущей теоремы, среди всех групп, которые удовлетворяют усло-
вию доказываемой теоремы, выберем группу G с наименьшими параметрами
(ri; ti; rj ; tj ; rk; tk), где i, j, k — инволюции из L.

Лемма 1. Нормализатор любой нетривиальной L-инвариантной черников-
ской подгруппы группы G является черниковской группой.

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.4 из [1].
Обозначим K = гр(CG(i), CG(j), CG(k)), T = NG(K̃) и H = NG(T̃ ). Как

следует из теоремы 1, подгруппа K является черниковской, и по лемме 1 под-
группа H также является черниковской. Очевидно, T̃ — максимальная пол-
ная L-инвариантная подгруппа в G, а поэтому H является максимальной L-
инвариантной черниковской подгруппой группы G.

Лемма 2. Любая бесконечная L-инвариантная черниковская подгруппа груп-
пы G содержится в H.
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Доказательство. Действительно, если R — бесконечная L-инвариантная чер-
никовская подгруппа из G, то CR(l) бесконечен для некоторой инволюции l ∈ L.
Но так как CR(l) 6 H, то по предложению 1 подгруппа гр(R, H) является
черниковской, а поэтому гр(R, H) = H ввиду максимальности подгруппы H.
Следовательно, R 6 H. Лемма доказана.

Лемма 3. Подгруппа H является сильно вложенной в группе G.

Доказательство. Предположим, что лемма неверна, т.е. пусть для некоторого
g ∈ G \ H пересечение H ∩ Hg содержит инволюцию i. Так как силовские 2-
подгруппы сопряжены в H, то без ограничения общности можно считать, что
i ∈ L. Далее, так как CG(i) 6 H, то CG(i) 6 H ∩ Hg и по предложению 1
подгруппа гр(H, Hg) является черниковской. Отсюда, согласно предыдущей
лемме, гр(H, Hg) = H, а поэтому g ∈ H, что противоречит выбору элемента g.
Лемма доказана.

Лемма 4. Для любой инволюции a ∈ G \ H пересечение H ∩ Ha содержит
лишь конечное число строго вещественных относительно этой инволюции
элементов.

Доказательство. Обозначим через K подгруппу, порождённую всеми элемен-
тами простых порядков из H̃, и предположим, что лемма неверна, т.е. пусть для
некоторой инволюции a ∈ G \H множество элементов из Ha = H ∩Ha, строго
вещественных относительно этой инволюции, бесконечно. Тогда по пункту а)
предложения 2, подгруппа H содержит бесконечное множество инволюций и
по пункту а) предложения 2 для любой инволюции a ∈ G\H подгруппа Ha бес-
конечна, и следовательно, она обладает полной частью. Пользуясь пунктом б)
предложения 2, отсюда получаем, что K ∩Kg 6= 1 для любого g ∈ G, а поэтому
согласно предложению 3 FC(G) 6= 1. Но тогда по лемме 1 группа G является
черниковской. Противоречие. Лемма доказана.

Замечание. Нетрудно убедиться, что, пользуясь аналогичными рассуждени-
ями, можно доказать следующее утверждение.

Лемма. Пусть группа G обладает сильно вложенной подгруппой H и для
некоторой инволюции i ∈ G выполняется условие (i, i)-конечности. Если
подгруппа H обладает черниковской периодической частью, то либо для лю-
бой инволюции a ∈ G \ H пересечение H ∩ Ha содержит лишь конечное
число строго вещественных относительно этой инволюции элементов, либо
H̃ ∩ FC(G) 6= 1.

Лемма 5. Множество элементов из H, строго вещественных относительно
какой-либо инволюции из H, конечно.

Доказательство. Действительно, как следует из леммы 4 и пункта a) пред-
ложения 2, подгруппа H, содержит лишь конечное множество инволюций. От-
сюда и из леммы 4 вытекает доказываемое утверждение. Лемма доказана.

Лемма 6. Любой элемент b простого порядка, строго вещественный отно-
сительно некоторой инволюции i ∈ H, содержится в H.

Доказательство. Предположим противное, т.е. пусть b 6∈ H. Согласно пунк-
ту в) предложения 2 без ограничения общности можно считать, что i ∈ L. Так



236 М.Н. ИВКО

как подгруппа гр(b, bj), где j 6= i — инволюция из L, является L-инвариантной,
то, как следует из условия теоремы, подгруппа B = гр(b, bj , L) конечна и раз-
решима.

Очевидно, минимальная нормальная подгруппа V O(B)/O(B) из B/O(B) яв-
ляется элементарной абелевой 2-подгруппой, причём V 6 L. При этом возмож-
ны два случая.

1) V = L. Поскольку LO(B)/O(B) C B/O(B), то по теореме 4.2.1 из [4]
LO(B) C B, а поэтому b−1itb ∈ V O(B) для любого элемента t ∈ O(B). Отсю-
да b−1ibb−1tb ∈ V O(B), и следовательно, b−1ib ∈ V O(B). Так как b является
строго вещественным относительно i, то ib2 ∈ V O(B), а поэтому b2 ∈ V O(B).
Отсюда, ввиду нечётности порядка элемента b легко следует, что b ∈ O(B).
Противоречие.

2) V < L. Тогда V = (l) для некоторой инволюции l ∈ L. Но так как
V O(B)/O(B) C B/O(B), то, очевидно, lO(B) ∈ Z(B/O(B)), а поэтому bO(B) ∈
CB/O(B)(lO(B)). Поскольку CB/O(B)(lO(B)) = CB(l)O(B)/O(B), то отсюда сле-
дует, что b ∈ CB(l)O(B). Но CB(l) < H и согласно теореме 6.2.4 из [7] O(B) <
гр(CB(i), CB(j), CB(k)) < H, а поэтому b ∈ H. Противоречие. Лемма доказана.

Обозначим теперь через M множество всех элементов простого порядка, ко-
торые являются одновременно строго вещественными относительно некоторой
инволюции i ∈ H и некоторой инволюции a ∈ G \ H (существование таких
элементов вытекает из пункта г) предложения 2).

Лемма 7. M ∩Mg 6= ∅ для любого g ∈ G.

Доказательство. Очевидно, что для любого элемента b, строго вещественного
относительно инволюций i ∈ H и a ∈ G \H, элемент bh, где h ∈ H, является
строго вещественным относительно инволюций ih ∈ H и ah ∈ G\H, т.е. bh ∈ M ,
а поэтому Mh = M для любого h ∈ H. Далее, так как для любой инволюции
a ∈ G \H существует такой элемент b ∈ M , что ba = b−1, то M ∩Ma ⊇ (b) 6= ∅
для любой инволюции a ∈ G\H. Но так как согласно пункту б) предложения 2
g = ha для некоторого h ∈ H и некоторой инволюции a, то M∩Mg = M∩Mha =
M ∩Ma 6= ∅. Лемма доказана.

Теперь, как следует из лемм 6, 7 и предложения 3, FC(G) 6= 1, и по лемме 1
группа G является черниковской, вопреки первоначальному предположению.
Теорема доказана.
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