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ÃÐÓÏÏÛ ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ÀÂÒÎÌÎÐÔÈÇÌÎÂ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Í.Ñ. ÂÈÍÎÊÓÐÎÂ

Abstract. We prove that the group Aut a

({0, 1}∗) of all automatic
automorphisms of the regular set {0, 1}∗ and the group Aut a(Q) of all
automatic automorphisms of the automatic model Q = ({0, 1}∗, 4lex)
have undecidable theories, which implies that they have no automatic
presentations.

Ñ îñíîâíûìè îïðåäåëåíèÿìè, ïîíÿòèÿìè è ðåçóëüòàòàìè èç òåîðèè êîíå÷-
íûõ àâòîìàòîâ è àâòîìàòíûõ ñòðóêòóð ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, ïî
[8].

Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà âñåõ àâòîìàòíûõ àâòîìîðôèçìîâ ëþ-
áîé àâòîìàòíîé ñòðóêòóðû âû÷èñëèìà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à âåð-
íî ëè, ÷òî ãðóïïà âñåõ àâòîìàòíûõ àâòîìîðôèçìîâ ëþáîé àâòîìàòíîé ñòðóê-
òóðû àâòîìàòíà, èëè õîòÿ áû îáëàäàåò ðàçðåøèìîé òåîðèåé? Â äàííîé ðàáîòå
äàþòñÿ îòðèöàòåëüíûå îòâåòû íà ýòè âîïðîñû. Åñòåñòâåííî áûëî íà÷àòü èçó-
÷åíèå ýòèõ âîïðîñîâ ñ ñàìîé áîëüøîé ãðóïïû àâòîìàòíûõ àâòîìîðôèçìîâ, à
èìåííî, ñ ãðóïïû àâòîìàòíûõ ïåðåñòàíîâîê Aut a

({0, 1}∗) ìíîæåñòâà {0, 1}∗,
â êîòîðóþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàþòñÿ âñå ãðóïïû àâòîìàòíûõ àâòî-
ìîðôèçìîâ.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî â Aut a

({0, 1}∗) èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ
ìîäåëü àðèôìåòèêè. Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà àíà-
ëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ãðóïïû âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê èç ðàáîòû [4]. Â [2]
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âïåðâûå îïóáëèêîâàí ìåòîä èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â ëþ-
áîé ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê (G, ·) áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X, ñîäåðæàùåé âñå 2�
öèêëû (òðàíñïîçèöèè), äâóõîñíîâíîé ìîäåëè (G,X, ·, ap ), ãäå ap (f, m) = f(m)
� ïðèìåíåíèå f ∈ G ê m ∈ X. Íåêîòîðîå óïðîùåíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè
â [4]. Çäåñü â êà÷åñòâå G ìû âîçüìåì ãðóïïó Aut a

({0, 1}∗).
Ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà f ∈ G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî

st (f) = {x ∈ ω | f(x) = x}.
Íàì áóäåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1 ([8]). Ïóñòü M � àâòîìàòíàÿ ñòðóêòóðà è ïóñòü R � îòíîøå-
íèå, îïðåäåëèìîå íàä M ôîðìóëîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà R � àâòîìàòíîå
îòíîøåíèå íà M.

Ëåììà 2. Ñâîéñòâî �st (f) áåñêîíå÷åí� îïðåäåëèìî â ìîäåëè
(
Aut a

({0, 1}∗), ω; ·, ap )

ôîðìóëîé
∃g∃h[

st (g) ⊆ st (f) & h(st (g)) $ st (g)
]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî st (f) áåñêîíå÷íî. Îáðàòíî, ïóñòü ìíîæåñòâî st (f) áåñêîíå÷íî. Ïî-
ñêîëüêó îòîáðàæåíèå f àâòîìàòíî, ìíîæåñòâî st (f) ðåãóëÿðíî. Ïî õîðîøî
èçâåñòíîé â òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ëåììå î íàêà÷êå, ñóùåñòâóåò ñëîâî
w = xyz òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ ω âûïîëíåíî ai = xyiz ∈ st (f). Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå

h(x) ®





x, åñëè x /∈ {ai | i ∈ ω}
a2t+2, åñëè x = a2t

a0, åñëè x = a1

a2t+1, åñëè x = a2t+3.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå àâòîìàòíî.
ßçûê L = {0, 1}∗ \ {ai | i ∈ ω} ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ìû ìîæåì àâòîìàòíî

óïîðÿäî÷èòü ÿçûê L ïî òèïó ω ñ ïîìîùüþ ïîðÿäêà 4llex, îïðåäåëÿåìîãî, êàê
x 4llex y ® |x| < |y| ∨ ( |x| = |y| & x 4lex y

)
,

ãäå 4lex � ýòî ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê. Ïóñòü m � íàèìåíüøèé ýëåìåíò
îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà 4llex â L è ïóñòü S(x) � àâòîìàòíàÿ ôóíêöèÿ âçÿòèÿ
ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà. Òîãäà îòîáðàæåíèå

g(x) ®





x, åñëè x ∈ {a2i | i ∈ ω}
a2t+1, åñëè x = a2t+3

m, åñëè x = a1

S(x), åñëè x ∈ L

áóäåò àâòîìàòíûì. Ïðè ýòîì a0 ∈ st (g), íî a0 /∈ h(st (g)), à òàêæå h(st (g)) ⊆
st (g). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêè h è g óäîâëåòâîðÿþò ôîðìóëå èç ôîðìó-
ëèðîâêè ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Äàëåå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [4], â ìîäåëè
(
Aut a

({0, 1}∗), ω; ·, ap )
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîäåëü

(
Aut a

({0, 1}∗), ω, F ; ·, ap,∈)
,

â êîòîðîé F � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ω, è îòíîøåíèå ∈ �
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åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè íà ω × F . Ïðè ýòîì, â êà÷åñòâå èí-
òåðïðåòàöèé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ áåðóòñÿ òàêèå àâòîìàòíûå ïåðåñòàíîâêè f , ó
êîòîðûõ ñòàáèëèçàòîð st (f) êîíå÷åí. Ïî ëåììå 2, îíè âûäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé
ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÿçûêå ìîäåëè

(
Aut a

({0, 1}∗), ω; ·, ap
)
.

Äàëåå, êàê è â [4], ñòðîèòñÿ ôîðìóëà Norm (x, y) ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà,
âûäåëÿþùàÿ â ìîäåëè Aut a

({0, 1}∗) ïàðû ïåðåñòàíîâîê (f0, f1), äåéñòâóþùèõ,
êàê

f0 = Πi∈ω(a2i, a2i+1), f1 = Πi∈ω(a2i+1, a2i+2),
ãäå âñå ai ïîïàðíî ðàçëè÷íû è {ai | i < ω} = {0, 1}∗. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â
ëþáîì áåñêîíå÷íîì ðåãóëÿðíîì ÿçûêå ñóùåñòâóþò àâòîìàòíûå ïåðåñòàíîâêè,
äåéñòâóþùèå ïîäîáíûì îáðàçîì ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îòîæäåñòâëåíèè ñëîâ
ýòîãî ÿçûêà ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ëþáûå äâå ïåðåñòàíîâêè f0 è f1, óäî-
âëåòâîðÿþùèå ôîðìóëå Norm (f0, f1), ïîçâîëÿþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäå-
ëèòü ñòðóêòóðó íàòóðàëüíîãî ðÿäà, à èìåííî, ñ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì 0 àññî-
öèèðóåòñÿ åäèíñòâåííûé íåïîäâèæíûé ýëåìåíò a0 ïåðåñòàíîâêè g1, ñ ÷èñëîì 1
àññîöèèðóåòñÿ ýëåìåíò g0(a0), ñ ÷èñëîì 2 àññîöèèðóåòñÿ ýëåìåíò g1g0(a0) è ò.ä.
Â ðàáîòå [4] ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû, êîòîðûå ñ ëþáûìè ïàðàìåòðàìè f0 è f1 òà-
êèìè, ÷òî Norm (f0, f1), îïðåäåëÿþò íà òàê îïðåäåëåííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ, åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê, à òàêæå óìíîæåíèå è ñëîæåíèå.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ýòè ôîðìóëû îïðåäåëÿþò òî
æå ñàìîå è â íàøåé ãðóïïå Aut a

({0, 1}∗).
Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Â ãðóïïå Aut a

({0, 1}∗) îïðåäåëèìà ñ ïàðàìåòðàìè ñòàíäàðòíàÿ
ìîäåëü àðèôìåòèêè. Ïðè ýòîì êëàññ òàêèõ ïàðàìåòðîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëüíûì.
Ñëåäñòâèå 1. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ãðóïïû Aut a

({0, 1}∗) íåðàçðåøèìà. Áî-
ëåå òîãî, îíà âû÷èñëèìî èçîìîðôíà ìíîæåñòâó âñåõ ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ
â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âûøåóïîìÿíóòîé èíòåðïðåòèðóåìî-
ñòè ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè â Aut a

({0, 1}∗) ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå
ïðåîáðàçîâàíèå ôîðìóë, ïðåîáðàçóþùåå ëþáîå ïðåäëîæåíèå ϕ ÿçûêà àðèôìå-
òèêè â òàêóþ ôîðìóëó ϕ̂(f0, f1) ÿçûêà òåîðèè ãðóïï, ÷òî äëÿ ëþáûõ f0, f1 ∈
Aut a

({0, 1}∗) òàêèõ, ÷òî Aut a

({0, 1}∗) |= Norm (f0, f1), ϕ èñòèííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Aut a

({0, 1}∗) |= ϕ̂(f0, f1). Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â àðèôìåòèêå
âûïîëíåíà ôîðìóëà ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Aut a

({0, 1}∗) âûïîëíåíà
ôîðìóëà

∃f0, f1(Norm (f0, f1) & ϕ̂(f0, f1)).
Çíà÷èò ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè 1�ñâîäèòñÿ ê
Th(Aut a

({0, 1}∗)). Îáðàòíóþ 1�ñâîäèìîñòü ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ
ëþáóþ ãåäåëåâó íóìåðàöèþ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïåðåñòàíîâêè
íà ìíîæåñòâå {0, 1}∗. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç õîðîøî èçâåñòíîãî â
òåîðèè âû÷èñëèìîñòè ôàêòà, ÷òî A 61 B è B 61 A âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå
âû÷èñëèìîé ïåðåñòàíîâêè, ïåðåâîäÿùåé A â B (ñì., íàïðèìåð, [5]). ¤

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ âåðíûì òàêæå è
äëÿ ëþáîé ãðóïïû Aut a(L), ãäå L � ïðîèçâîëüíûé áåñêîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé
ÿçûê.
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Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî òåîðèÿ ëþáîé àâòîìàòíîé ñòðóê-
òóðû ðàçðåøèìà, ìû ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíûé áåñêîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé ÿçûê. Òîãäà
ãðóïïà Aut a(L) íå èìååò àâòîìàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ãðóïïå Aut a

(
Q

)
. Îïðåäåëèì àâòîìàòíóþ ìîäåëü Q ®

({0, 1}∗,4lex), ãäå 4lex ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

x 4lex y ® ∃ t, u, w
[
(x = t0u & y = t1w) ∨

∨ (x = t0z & y = t) ∨ (x = t & y = t1w)
]
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò ïîðÿäîê èçîìîðôåí åñòåñòâåííîìó ïîðÿäêó íà ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñëàõ. Ïóñòü Aut a

(
Q

)
îáîçíà÷àåò ãðóïïó âñåõ àâòîìàòíûõ àâ-

òîìîðôèçìîâ ìîäåëè Q. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â Aut a

(
Q

)
èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñ

ïàðàìåòðàìè àðèôìåòèêà. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà àíàëî-
ãè÷íîãî ðåçóëüòàòà, èçëîæåííîãî â ðàáîòå [7], äëÿ âû÷èñëèìîãî ñëó÷àÿ.

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (Q, 6) � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ åñòå-
ñòâåííûì ïîðÿäêîì, Aut (Q, 6) � ãðóïïà âñåõ åãî àâòîìîðôèçìîâ, è g � ýëå-
ìåíò èç Aut (Q, 6). Íàçîâåì îðáèòàëüþ àâòîìîðôèçìà g, ñîäåðæàùåé ýëå-
ìåíò x, ìíîæåñòâî {y ∈ Q | ∃m,n ∈ Z gm(x) 6 y 6 gn(x)}.

Åñëè g âîçðàñòàåò íà ñâîåé îðáèòàëè, òî ýòà îðáèòàëü íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîé, åñëè óáûâàåò, òî îòðèöàòåëüíîé, åñëè æå g íà íåé ïîñòîÿííà, òî îð-
áèòàëü íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé (â ýòîì ñëó÷àå îíà îäíîýëåìåíòíà).

Îïðåäåëåíèå 2. Àâòîìîðôèçìû, èìåþùèå â òî÷íîñòè îäíó íåòðèâèàëü-
íóþ îðáèòàëü, íàçûâàþòñÿ áàìïàìè. Áàìï íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (îò-
ðèöàòåëüíûì), åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó îðáèòàëü ïîëîæèòåëüíà (îòðè-
öàòåëüíà).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü f ∈ Aut (Q, 6) è f̄ � íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå f íà
R. Òîãäà íîñèòåëåì f íàçîâåì ìíîæåñòâî sp (f) = {x ∈ R | f̄(x) 6= x}.
Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì àâòîìàòíóþ ñòðóêòóðó A àâòîìàòíî îäíîðîä-
íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ êîðòåæåé ā è b̄ èç òîãî, ÷òî (A, ā) ≡ (A, b̄) ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò àâòîìàòíûé àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ā â b̄.

Íàì áóäåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3 ([6]). Ìîäåëü Q ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíî îäíîðîäíîé.

Çàìåòèì, ÷òî àâòîìàòíàÿ îäíîðîäíîñòü ñòðóêòóðû Q îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a1 < a2 < . . . < an, b1 < b2 < . . . < bn ñóùåñòâó-
åò àâòîìàòíûé àâòîìîðôèçì f ñòðóêòóðû Q òàêîé, ÷òî f(a1) = b1, f(a2) =
b2, . . . , f(an) = bn.

Ëåììà 4. Ñâîéñòâî �x íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðè-
öàòåëüíûõ áàìïîâ� îïðåäåëèìî â Aut a

(
Q

)
ôîðìóëîé

Comp (x) ® ∃z∃y[
y 6= 1 & x 6= 1 &

(∀t [
y, zxt]

= 1
)]

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììå èç [9]. Ïðè-
âåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü âûïîëíåíî ñâîéñòâî �x íå ñîäåðæèò îäíî-
âðåìåííî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ áàìïîâ�. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè x ñîäåðæèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå áàìïû. Òîãäà âîçüìåì ëþáûå áàìïû,
òàêèå ÷òî íîñèòåëü îäíîãî ñòðîãî ìåíüøå íîñèòåëÿ äðóãîãî. (Òàêèå àâòîìàò-
íûå áàìïû ëåãêî ñòðîÿòñÿ, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå òàêèõ áàìïîâ ìîæíî âçÿòü f0

è ffS

0 , ãäå f0 è fS îïðåäåëåíû íèæå ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè (1) è (3)). Â
êà÷åñòâå y âîçüìåì áàìï ñ ìåíüøèì íîñèòåëåì, à â êà÷åñòâå z áàìï ñ áîëüøèì
íîñèòåëåì. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t íîñèòåëü áàìïà zxt áîëüøå (â ñìûñëå ïîýëå-
ìåíòíîãî ñðàâíåíèÿ) íîñèòåëÿ áàìïà y. Ïîýòîìó àâòîìîðôèçìû zxt è y áóäóò
ïåðåñòàíîâî÷íû, çíà÷èò ôîðìóëà Comp (x) áóäåò âûïîëíåíà.

Ïóñòü òåïåðü x ñîäåðæèò è îòðèöàòåëüíûé è ïîëîæèòåëüíûé áàìïû. Ïóñòü
g è f � íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå àâòîìàòíûå àâòîìîðôèçìû. Ïóñòü (a, b) �
íåòðèâèàëüíàÿ îðáèòàëü f è (c, d) � íåòðèâèàëüíàÿ îðáèòàëü g. Ìû ïðîâåäåì
äîêàçàòåëüñòâî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè îðáèòàëè ïîëîæèòåëüíû, îñòàëüíûå
ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé b > c. Âîçüìåì
y ∈ (c, d) è z ∈ (a, b), òàê ÷òî yg2 < z. Â x åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ îðáèòàëü.
Âîçüìåì â ýòîé îðáèòàëè ýëåìåíòû n1, n2, n3 òàêèå, ÷òî n1 < n2 < n3 < n1x <
n2x < n3x. Ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò àâòîìàòíûé àâòîìîðôèçì t, ïîýëåìåíòíî
ïåðåâîäÿùèé n1 < n2 < n3 < n1x < n2x < n3x â y < yg < yg2 < z < zf < zf3.
Òîãäà xt ïåðåâîäèò y < yg < yg2 â z < zf < zf3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî f è gxt

íå ïåðåñòàíîâî÷íû. Èìååì:
zfgxt

= zf(xt)−1
gxt = yggxt = zf3,

zgxt

f = z(xt)−1
gxtf = ygxtf = zf2.

Òàêèì îáðàçîì f è gxt íå ïåðåñòàíîâî÷íû, ïîñêîëüêó zf3 6= zf2. Åñëè b ≥ c,
òî ìû èñïîëüçóåì òàêèì æå îáðàçîì îòðèöàòåëüíóþ îðáèòàëü x. Âîçüìåì â
ýòîé îðáèòàëè ýëåìåíòû n1, n2, n3 òàêèå, ÷òî n1x < n2x < n3x < n1 < n2 < n3,
äàëåå âîçüìåì y ∈ (c, d) è z ∈ (a, b), òàê ÷òî z < zf < zf3 < y < yg < yg2, è
ïîëíîñòüþ ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåííûå âûøå. ¤

Ëåììà 5. Ñâîéñòâî �sp (x) > sp (y) ∨ sp (y) > sp (x)� îïðåäåëèìî â Aut a

(
Q

)
ôîðìóëîé

Apart (x, y) ® ∃z[
Comp (z) & z 6= 1 & (∀t [x, yzt

] = 1)
]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììå â [9]. Ïðè-
âåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü ñâîéñòâî �sp (x) > sp (y) ∨ sp (y) > sp (x)�
âûïîëíåíî â ìîäåëè Aut a

(
Q

)
. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûïîëíåíî sp (y) >

sp (x). Òîãäà â êà÷åñòâå z âîçüìåì ëþáîé ïîëîæèòåëüíûé áàìï. Àâòîìîðôèçì
zt òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì áàìïîì. È íîñèòåëü àâòîìîðôèçìà yzt íå
ìåíüøå (â ñìûñëå ïîýëåìåíòíîãî ñðàâíåíèÿ) íîñèòåëÿ àâòîìîðôèçìà y, êîòî-
ðûé â ñâîþ î÷åðåäü áîëüøå íîñèòåëÿ àâòîìîðôèçìà x. Òåì ñàìûì àâòîìîð-
ôèçìû x è yzt ïåðåñòàíîâî÷íû è ôîðìóëà Apart (x, y) âûïîëíåíà.

Ïóñòü òåïåðü íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî �sp (f) > sp (g)∨sp (f) > sp (g)�. Ïóñòü
h � ïðîèçâîëüíûé íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì, íà êîòîðîì âûïîëíåíà ôîð-
ìóëà Comp (x) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî h ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ
îðáèòàëü). Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò x ∈ sp (f) è y ∈ sp(g) òà-
êèå, ÷òî x > y. Ìû çäåñü ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà x è y ïîïàäàþò
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â ïîëîæèòåëüíûå îðáèòàëè, ò.å. x < xf è y < yg. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáè-
ðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî ïî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò àâòîìàòíûé àâòîìîðôèçì t, òàêîé ÷òî ht ïåðåâîäèò
yg−2 < yg−1 < y â x < xf < xf3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî f è ght íå ïåðåñòàíî-
âî÷íû. Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ ðàâåíñòâ:

xfght

= xf3, xght

f = xf2.

Òàêèì îáðàçîì f è ght íå ïåðåñòàíîâî÷íû, ò.ê. xf3 6= xf2. Çíà÷èò ôîðìóëà
Apart (f, g) íå âûïîëíåíà íà ìîäåëè Aut a

(
Q

)
. ¤

Îïðåäåëèì òðè àâòîìàòíûõ àâòîìîðôèçìà f0, fω è fS , êîòîðûå, íåôîðìàëü-
íî ãîâîðÿ, áóäóò êîäèðîâàòü ñîîòâåòñòâåííî íîëü, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë è ôóíêöèþ ñëåäîâàíèÿ â àðèôìåòèêå:

f0(x) ®





1011z, åñëè x = 101z, z ∈ {0, 1}∗
101, åñëè x = 10
10, åñëè x = 100

100z, åñëè x = 1000z, z ∈ {0, 1}∗
1010z, åñëè x = 1001z, z ∈ {0, 1}∗

x, èíà÷å,

(1)

fω ®





y1011z, åñëè x = y101z, z ∈ {0, 1}∗, y ∈ {11}∗
y101, åñëè x = y10, y ∈ {11}∗
y10, åñëè x = y100, y ∈ {11}∗

y100z, åñëè x = y1000z, z ∈ {0, 1}∗, y ∈ {11}∗
y1010z, åñëè x = y1001z, z ∈ {0, 1}∗, y ∈ {11}∗

x, èíà÷å,

(2)

fS ®





y11z, åñëè x = yz, z ∈ {0, 1}∗, y ∈ {1}+
11, åñëè x = λ

110z, åñëè x = 011z, z ∈ {0, 1}∗
1, åñëè x = 01

10z, åñëè x = 010z, z ∈ {0, 1}∗
λ, åñëè x = 0

0z, åñëè x = 00z, z ∈ {0, 1}∗.

(3)

Àâòîìîðôèçì fω ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ íåçà-
âèñèìûõ áàìïîâ, íîñèòåëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ïî òèïó ω è áàìï ñ ñàìûì
ìàëåíüêèì íîñèòåëåì åñòü f0. Çàìåòèì, ÷òî áàìï f0 ïåðåäâèãàåò âñå ýëåìåíòû
ìåæäó ñëîâàìè λ è 1, òàêèì îáðàçîì ïóñòîå ñëîâî λ åñòü íà÷àëî áàìïà f0, à 1,
ñîîòâåòñòâåííî, � åãî êîíåö. Êðîìå òîãî n-é áàìï èç ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ åñòü
ðåçóëüòàò ñîïðÿæåíèÿ áàìïà f0 ïåðåñòàíîâêîé (fS)n.

Ëåììà 6. Ñâîéñòâî �x íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ áàìïîâ� îïðåäåëèìî ñ
ïàðàìåòðàìè â Aut a

(
Q

)
ôîðìóëîé

Pos (x) ® ∀t Comp (f t
0x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ áàìïîâ, òîãäà è f t
0x íå

ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ áàìïîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Comp (f t
0x) âûïîë-

íåíà.
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Îáðàòíî, ïóñòü â x åñòü îòðèöàòåëüíûå áàìïû. Âîçüìåì òàêèå ýëåìåíòû h
è l, ÷òî l < hx è lx < l. Ïîñêîëüêó â x åñòü îòðèöàòåëüíûå áàìïû, òàêèå
ýëåìåíòû ñóùåñòâóþò. Ïóñòü a � íà÷àëî áàìïà f0, b � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî
b < bf0 (òàêîé ýëåìåíò b ñóùåñòâóåò ïîñêîëüêó f0 ïîëîæèòåëüíûé áàìï) è
ïóñòü c � íåêîòîðûé ýëåìåíò, áîëüøèé h è hx. Ââèäó àâòîìàòíîé îäíîðîäíîñòè
ñèñòåìû Q ñóùåñòâóåò àâòîìàòíûé àâòîìîðôèçì t, ïîýëåìåíòíî ïåðåâîäÿùèé
a < b < bf0 â l < hx < c. Íà÷àëîì áàìïà f t

0 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò l, çíà÷èò âñå
ýëåìåíòû ìåíüøèå l áàìï f t

0 îñòàâëÿåò íà ìåñòå. Êðîìå òîãî, áàìï f t
0 ïåðåâîäèò

ýëåìåíò hx â ýëåìåíò c. Èìååì lxxf t
0 = lx2f t

0 = lx2 < lx, hxf t
0 = c > h. Çíà÷èò

ó àâòîìîðôèçìà xf t
0 åñòü êàê îòðèöàòåëüíûå òàê è ïîëîæèòåëüíûå áàìïû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà ∀t Comp (f t
0x) íå âûïîëíåíà. ¤

Òåîðåìà 2. Â ãðóïïå àâòîìàòíûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut a

(
Q

)
ñòðóêòóðû Q

îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè àðèôìåòèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àâòîìîðôèçì fω ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèÿ
ïîëîæèòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ áàìïîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî òèïó ω. Êàæäûé òà-
êîé áàìï, òàêèì îáðàçîì, êîäèðóåò ýëåìåíò èç ω. Êàæäûé èç ýòèõ áàìïîâ
ñîïðÿæåí ñ f0. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äàííûé àâòîìîðôèçì êîäèðóåò
ýëåìåíò ω, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ fω è ñîïðÿæåí ñ f0. Ïîýòîìó ýëåìåíòû,
êîäèðóþùèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé ñ ïàðàìåò-
ðàìè:

∃t(x = f t
0) & (∃ y, z Apart (x, y) & Apart (y, z) & Apart (x, z) & fω = yxz).

Ïîðÿäîê íà áàìïàõ òàêæå èíòåðïðåòèðóåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: ÷åì ìåíü-
øå íîñèòåëü áàìïà (â ñìûñëå ïîýëåìåíòíîãî ñðàâíåíèÿ), òåì ìåíüøå è êîäè-
ðóåìûé èì ýëåìåíò. Åñëè îäèí áàìï ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ñîïðÿæåíèåì
ïîëîæèòåëüíûì àâòîìîðôèçìîì, òî ïåðâûé áàìï áîëüøå, ò.å., ïîðÿäîê x 6 y
íà áàìïàõ, èíòåðïðåòèðóþùèõ íàòóðàëüíûå ÷èñëà, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

∃t (Pos (t) & xt = y).

Ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÷åðåç ïîðÿäîê:
S(x) = y ® x 6 y & ∀z (z > x → z 6 y).

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ýëåìåíòàõ, êîäèðóþùèõ íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îïðå-
äåëÿþòñÿ ÷åðåç åñòåñòâåííûå èíäóêòèâíûå ñõåìû

{
x + 0 = x
x + (y + 1) = (x + y) + 1 è

{
x · 0 = 0
x · (y + 1) = (x · y) + x,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x + y = z ® ∃t[f t

0 = x & yt = z & ∀h 6 y(S(ht) = (S(h))t)
]
,

x · y = z ® ∃t[f t
0 = f0 & yt = z & ∀h 6 y(ht + x = (S(h))t)

]
.

¤

Íàïîìíèì, ÷òî òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìîé, åñëè ëþ-
áàÿ ïîäòåîðèÿ òåîðèè T òîé æå ñèãíàòóðû íåðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 3. Òåîðèÿ ñòðóêòóðû Aut a

(
Q

)
íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè îòíîñèòåëü-
íî ýëåìåíòàðíî îïðåäåëèìà â ìîäåëè Aut a

(
Q

)
. Êðîìå òîãî ïî ïðåäëîæåíèþ 8

èç [3, ãë. 5, �1] ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè èìååò íàñëåäñòâåííî íåðàçðå-
øèìóþ òåîðèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2 èç [3, ãë. 5, �1] ãðóïïà Aut a

(
Q

)
èìååò íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìóþ òåîðèþ. ¤

Ñëåäñòâèå 4. Ñòðóêòóðà Aut a

(
Q

)
íå èìååò àâòîìàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ àâòîìàòíàÿ ñòðóêòóðà èìååò
ðàçðåøèìóþ òåîðèþ. Íî èç 3 ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëü Aut a

(
Q

)
èìååò íåðàçðåøè-

ìóþ òåîðèþ. Çíà÷èò îíà íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòíîé. ¤
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