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Î.Â. ÊÍßÇÅÂ

Abstract. In the paper, pure monoids are described.
Ïîíÿòèå ÷èñòîòû è íåêîòîðûå ðîäñòâåííûå ïîíÿòèÿ, âîçíèêøèå â òåîðèè

àáåëåâûõ ãðóïï, ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû, êàê îòìå÷åíî â [1] è [2], äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äàåò íîâûé ïîäõîä ê èçó-
÷åíèþ ñòðîåíèÿ àëãåáð èç ðàçíûõ êëàññîâ. Â [1] íàìå÷åíû âîçìîæíûå ïåðñïåê-
òèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè. Íàñòîÿùàÿ çàìåòêà ïî-
ñâÿùåíà ðåøåíèþ, â êëàññå ìîíîèäîâ, îäíîé èç ïîñòàâëåííûõ â [1] ïðîáëåì.
Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ýòó ïðîáëåìó íàïîìíèì íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ. Çäåñü ìîíîèäû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àëãåáðû ñ îäíîé áèíàðíîé
àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé � óìíîæåíèå è îäíîé íóëüàðíîé îïåðàöèåé � âû-
äåëåíèå åäèíèöû 1. Ïóñòü V �ìíîãîîáðàçèå âñåõ ìîíîèäîâ; L(V) � ðåøåòêà
ïîäìíîãîîáðàçèé ìíîãîîáðàçèÿ V; X ∈ L(V); A ∈ V.

Åäèíñòâåííûì êëàññîì êîíãðóýíöèè ρ íà ìîíîèäå A, ÿâëÿþùèìñÿ ïîäìîíîè-
äîì ìîíîèäà A, áóäåò êëàññ, ñîäåðæàùèé åäèíèöó 1. Îáîçíà÷àþò åãî ÷åðåç
ker(ρ) è íàçûâàþò ÿäðîì êîíãðóýíöèè ρ. ßäðî X-âåðáàëüíîé êîíãðóýíöèè
ρ(X, A) (ρ(X, A) � íàèìåíüøàÿ èç êîíãðóýíöèé íà A, ôàêòîð-ìîíîèäû ïî
êîòîðûì ïðèíàäëåæàò X), ÿâëÿþùèìñÿ ïîäìîíîèäîì ìîíîèäà A, áóäåò êëàññ,
ñîäåðæàùèé åäèíèöó 1. îáîçíà÷àþò åãî ÷åðåç X(A) è íàçûâàþò X-âåðáàëîì
ìîíîèäà A.

Ïîäìîíîèä B ìîíîèäà A íàçûâàþò X-÷èñòûì â A, åñëè
X(B) = X(A) ∩B. (∗)

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàâåíñòâî (∗) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî àòîìà ðåøåòêè L(V)
(äëÿ ëþáîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìíîãîîáðàçèÿ V) ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìîíîèä B ìî-
íîèäà A ÿâëÿåòñÿ àòîìíî ÷èñòûì â A (âåðáàëüíî ÷èñòûì â A). Ìîíîèä, ó
êîòîðîãî âñÿêèé ïîäìîíîèä � àòîìíî ÷èñòûé (âåðáàëüíî ÷èñòûé), íàçûâàþò
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íàñëåäñòâåííî àòîìíî ÷èñòûì (íàñëåäñòâåííî âåðáàëüíî ÷èñòûì). Åñëè âñå
ïîäìîíîèäû ìîíîèäà A ñóòü X-÷èñòûå ïîäìîíîèäû, òî ãîâîðÿò, ÷òî A � íàñëåä-
ñòâåííî X-÷èñòûé ìîíîèä.

Â [2] îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ÷èñòîòû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óíèâåðñàëüíûõ àë-
ãåáð è ñòàâèòñÿ çàäà÷à(ïðîáëåìà 17): îïèñàòü íàñëåäñòâåííî àòîìíî ÷èñòûå
àëãåáðû äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (è òà æå çàäà÷à äëÿ íàñëåäñòâåííî âåðáàëüíî
÷èñòûõ àëãåáð). Ìû ñîîáùàåì çäåñü ðåøåíèå ïðîáëåìû 17 èç [2] äëÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿ V âñåõ ìîíîèäîâ.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè òåîðåòèêî-ïîëóãðóïïîâûìè ïîíÿòè-
ÿìè; èõ îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [3].

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A � êëàññ âñåõ àáåëåâûõ ýëåìåíòàðíûõ
ãðóïï, ò.å. ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ; S � ìíîãîîáðàçèå ïîëóðåøåòîê ñ åäèíèöåé; K � êëàññ
âñåõ êîìáèíàòîðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîèäîâ (ò.å. êëàññ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ìîíîèäîâ, òðèâèàëüíî ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ êëàññîì G âñåõ ãðóïï); Ap � ìíîãî-
îáðàçèå âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï ïðîñòîé ýêñïîíåíòû p.

Çäåñü óäîáíî íàïîìíèòü, ÷òî àòîìàìè ðåøåòêè L(V) ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ
S, Ap äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p è òîëüêî îíè.

×åðåç ◦ îáîçíà÷èì V-ïðîèçâåäåíèå Ìàëüöåâà êëàññîâ ìîíîèäîâ èç V. Ïðî-
èçâåäåíèå Ìàëüöåâà ([4]) ïîäêëàññîâ X,Y êëàññà V îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A ∈ X ◦Y ⇔ (A ∈ V)&(∃ρ ∈ Con(A))(A/ρ ∈ Y)&(ker(ρ) ∈ X),

ãäå Con(A) � ðåøåòêà êîíãðóýíöèé àëãåáðû A, ker(ρ) � ÿäðî êîíãðóýíöèè
ρ. Â íàøåì ñëó÷àå ker(ρ) ñîñòîèò èç îäíîãî êëàññà êîíãðóýíöèè ρ � êëàññà,
ñîäåðæàùåãî åäèíèöó 1.

Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ ìîíîèäà A ýêâèâàëåíòíû:
(1) A � íàñëåäñòâåííî âåðáàëüíî ÷èñòûé ìîíîèä;
(2) A � íàñëåäñòâåííî àòîìíî ÷èñòûé ìîíîèä;
(3) A ∈ K ◦A;
(4) A åñòü ðàñøèðåíèå êîìáèíàòîðíîãî ìîíîèäà ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîé

àáåëåâîé ãðóïïû.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîíîèä A íàçûâàåòñÿ X-ïîëíûì, åñëè åãî X-âåðáàëüíàÿ
êîíãðóýíöèÿ ρ(X, A) åñòü óíèâåðñàëüíîå îòíîøåíèå íà A. Ïóñòü a � ýëåìåíò
ìîíîèäà A. Òîãäà ïîäìîíîèä ìîíîèäà A, ïîðîæäåííûé a, íàçûâàþò öèêëè÷åñ-
êèì è îáîçíà÷àþò ÷åðåç 〈a〉. Ýëåìåíò a ìîíîèäà A íàçûâàþò X-ïîëíûì, åñëè
X(〈a〉) = 〈a〉. Ìíîæåñòâî âñåõ X-ïîëíûõ ýëåìåíòîâ ìîíîèäà A îáîçíà÷èì ÷åðåç
CX(A), à êëàññ âñåõ ìîíîèäîâ, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç X-ïîëíûõ ýëåìåíòîâ, �
÷åðåç CX.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïðåäïîøëåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû ïðîâåðÿåòñÿ áåç îñîáîãî òðóäà.

Ëåììà 1. Êëàññ CAp ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîèäîâ, ó
êîòîðûõ âñå öèêëè÷åñêèå ïîäìîíîèäû èìåþò ïåðèîä âçàèìíî ïðîñòîé ñ p.

Ëåììà 2. Êëàññ CS ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðóïï.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìîíîèä 〈a〉 � ãðóïïà, òî S(〈a〉)
= 〈a〉. Åñëè ìîíîèä 〈a〉 íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, òî ê íåìó åäèíèöà ïðèñîåäèíåíà
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âíåøíèì îáðàçîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçáèåíèå 〈a〉 íà äâà êëàññà {1} è {〈a〉\{1}}
çàäàåò íåòðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì íà ïîëóðåøåòêó. Çíà÷èò S(〈a〉) 6= 〈a〉.
Ëåììà 3. Ïóñòü X � ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ V âñåõ ìîíîèäîâ. Òîãäà
äëÿ ìîíîèäà A ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) A � íàñëåäñòâåííî X-÷èñòûé;
(2) Êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäìîíîèä ìîíîèäà A ñóòü X-÷èñòûé;
(3) A ∈ CX ◦ X.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) (1) ⇒ (2). Î÷åâèäíî.
2) (2) ⇒ (1). Ïóñòü ó ìîíîèäà A êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäìîíîèä ñóòü X-

÷èñòûé è C � ïîäìîíîèä ìîíîèäà A. Ïîêàæåì, ÷òî C åñòü X-÷èñòûé ïîäìîíîèä.
Åñëè c ∈ X(A) ∩ C, òî 〈c〉 ⊆ X(A). Ïîýòîìó X(A) ∩ 〈c〉 = 〈c〉. Ïî óñëîâèþ
öèêëè÷åñêèé ïîäìîíîèä 〈c〉 ÿâëÿåòñÿ X-÷èñòûì â A. Ñëåäîâàòåëüíî, X(〈c〉) =
〈c〉. Íî c ∈ C. Òîãäà X(〈c〉) ⊆ X(C). Çíà÷èò 〈c〉 ⊆ X(C). Èòàê X(A) ∩ C ⊆
X(C). Î÷åâèäíî, ÷òî X(C) ⊆ X(A) ∩ C. Äîêàçàëè, ÷òî X(A) ∩ C =X(C).

3) (1) ⇒ (3). Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîíîèäà A èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå CX(A)⊆X(A). Ïóñòü A � íàñëåäñòâåííî X-÷èñòûé ìîíîèä. Ïîêàæ-
åì, ÷òî X(A) ⊆ CX(A). Åñëè a ∈ X(A), òî X(A) ∩ 〈a〉=〈a〉. Ñëåäîâàòåëüíî,
X(〈a〉)=〈a〉. Ïîýòîìó a ∈ CX(A) è X(A) ⊆ CX(A). Èòàê X(A)=CX(A). Èç ýòîãî
ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî A ∈ CX ◦ X.

4) (3) ⇒ (1). Ïóñòü A ∈ CX ◦ X. Òîãäà X(A) ∈ CX. Îòñþäà X(A) ⊆ CX(A).
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñïðàâåäëèâî äëÿ âñÿêîãî ìîíî-
èäà. Ñëåäîâàòåëüíî, X(A)=CX(A). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîíîèä A
ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî X-÷èñòûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî C � ïîäìî-
íîèä ìîíîèäà A è X(A) ∩ C 6= X(C). Çíà÷èò X(C) ñòðîãî âêëþ÷àåòñÿ â X(A)
∩ C. Ïóñòü a ∈ ((X(A) ∩ C) \ X(C)). Ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ïîäìîíîèäó
C, ÷òî âëå÷åò âêëþ÷åíèå X(〈a〉) ⊆ X(C). Îòñþäà X(〈a〉) 6= 〈a〉. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî a ∈ CX(A). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìîíîèä A � íàñëåäñòâåííî X−÷èñòûé.
Ëåììà 4. Âñÿêèé ïåðèîäè÷åñêèé ìîíîèä ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî S-÷èñòûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî G âñåõ ãðóïïîâûõ
ýëåìåíòîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ìîíîèäà A åñòü ïîäãðóïïà ìîíîèäà A, ïðè÷åì äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b èç A èç òîãî, ÷òî ab ∈ G ñëåäóåò, ÷òî a ∈ G è b ∈ G.
Îòñþäà ðàçáèåíèå ìîíîèäà A íà äâà êëàññà {G} è {A\G} çàäàåò êîíãðóýíöèþ
ρ íà A òàêóþ, ÷òî A/ρ ∈ S è ker(ρ) = {G} åñòü ãðóïïà. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé
ãðóïïîâîé ýëåìåíò âñÿêîãî ìîíîèäà ÿâëÿåòñÿ S-ïîëíûì. Ïîýòîìó ker(ρ) ∈ CS.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3, A � íàñëåäñòâåííî S-÷èñòûé ìîíîèä.
Ëåììà 5. Âñÿêèé íàñëåäñòâåííî Ap-÷èñòûé ìîíîèä ñóòü ïåðèîäè÷åñêèé ìî-
íîèä.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � íàñëåäñòâåííî Ap-÷èñòûé ìîíîèä,
a ∈ A è | 〈a〉 | = ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî àòîìà Ap èìååì, ÷òî Ap(〈a〉) 6= 〈a〉 è
ap ∈ Ap(〈a〉). Çíà÷èò 〈ap〉 ≤ Ap(A). Òîãäà Ap(A) ∩ 〈ap〉 = 〈ap〉. Íî Ap(〈ap〉)
6= 〈ap〉. (ò.ê. |ap| = ∞). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî A � íàñëåäñòâåííî
Ap-÷èñòûé ìîíîèä.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. 1) (1) ⇒ (2). Ïóñòü A �
íàñëåäñòâåííî àòîìíî ÷èñòûé ìîíîèä, X ∈ L(V) è P � àòîì ðåøåòêè L(V).
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ìîíîèä A åñòü íàñëåäñòâåííî P-÷èñòûé. Çíà÷èò èç ëåììû
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3 ñëåäóåò, ÷òî P(A)= CP(A). Ïîýòîìó X(A) ⊆ CP(A) äëÿ ëþáîãî àòîìà P
òàêîãî, ÷òî P ≤ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîíîèä A íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî X-
÷èñòûì. Òîãäà èç ëåììû 3 çàêëþ÷àåì, ÷òî CX(A) 6= X(A). Ïðè ýòîì CX(A) ⊂
CP(A). Èòàê â X(A) íàéäåòñÿ ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî X(〈a〉) 6= 〈a〉. Ïîêàæåì,
÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå èìååò ìåñòà. Äåéñòâèòåëüíî. Íåòðèâèàëüíûé
öèêëè÷åñêèé ìîíîèä 〈a〉/ρ(X; 〈a〉) ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ X. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåòðèâèàëüíîãî öèêëè÷åñêîãî ìîíîèäà 〈b〉 èç ìíîãî-
îáðàçèÿ X íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí àòîì P ðåøåòêè L(V) òàêîé, ÷òî P ≤ X è
P(〈b〉) 6= 〈b〉. Çíà÷èò è äëÿ öèêëè÷åñêîãî ìîíîèäà 〈a〉/ρ(X; 〈a〉) íàéäåòñÿ àòîì P
òàêîé, ÷òî P(〈a〉/ρ(X; 〈a〉)) 6= 〈a〉/ρ(X; 〈a〉). Îòñþäà P(〈a〉) 6= 〈a〉. À ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìîíîèä 〈a〉 íå ÿâëÿåòñÿ P-÷èñòûì ïîäìîíîèäîì. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî ìîíîèä A � íàñëåäñòâåííî àòîìíî ÷èñòûé. Ñëåäîâàòåëüíî íàøå
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî CX(A) 6= X(A) íåâåðíî. Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåò, ÷òî
ìîíîèä A ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî X-÷èñòûì.

2) (2) ⇒ (1). Î÷åâèäíî.
3) (2) ⇒ (3). Ïóñòü A � íàñëåäñòâåííî àòîìíî ÷èñòûé ìîíîèä. Ïî ëåììå 5

ìîíîèä A ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ìîíîèäîì. Ïîêàæåì, ÷òî
⋂

p∈P Ap(A) áóäåò
íàèáîëüøèì ñðåäè âñåõ Ap-ïîëíûõ ïîäìîíîèäîâ ìîíîèäà A. (Çäåñü p ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.) Äåéñòâèòåëüíî. Ïóñòü C � íàèáîëüøèé
ñðåäè âñåõ Ap-ïîëíûõ ïîäìîíîèäîâ ìîíîèäà A. (Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïîäìî-
íîèäà ïîêàçàíî â [5].) Òîãäà Ap(C) = C ≤ Ap(A). Îòñþäà C ≤ ⋂

p∈P Ap(A). Íî⋂
p∈P Ap(A) ≤ Ap(A) è ïðèýòîì A � íàñëåäñòâåííî ÷èñòûé ìîíîèä. Ïîýòîìó

ìîíîèä
⋂

p∈P Ap(A) äîëæåí áûòü Ap-ïîëíûì ìîíîèäîì äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî
÷èñëà p. Ñëåäîâàòåëüíî,

⋂
p∈P Ap(A) ≤ C. Èòàê C=

⋂
p∈P Ap(A). ßñíî, ÷òî C

ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì êîíãðóýíöèè
⋂

p∈P ρ(Ap, A). Ïîäìîíîèä C ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ
Ap-ïîëíûõ ïî âñåì ïðîñòûì p. Ïî ëåììå 1 ýëåìåíòû ñ òàêèì ñâîéñòâîì ó
ïåðèîäè÷åñêèõ ìîíîèäîâ ñóòü êîìáèíàòîðíûå ýëåìåíòû. Ïîëó÷àåì, ÷òî ÿäðî
êîíãðóýíöèè

⋂
p∈P ρ(Ap, A) ïðèíàäëåæèò êëàññó K, à ôàêòîð-ìîíîèä

A /
⋂

p∈P ρ(Ap, A) åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
ïåðèîäè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ïðè-
ìàðíûõ êîìïîíåíò. Òàêèì îáðàçîì A ∈ K ◦A.

4) (3)⇒ (2). Ïóñòü A ∈ K ◦ A. Âñÿêèé ìîíîèä A èç K ◦ A � ïåðèîäè÷åñêèé
ìîíîèä, à ýòî çíà÷èò ïî ëåììå 4 ìîíîèä A áóäåò íàñëåäñòâåííî S-÷èñòûì
ìîíîèäîì.

Ïîêàæåì, ÷òî K ◦ A ⊆ CAp ◦ Ap äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p. Ïóñòü A ∈ K ◦ A.
Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíãðóýíöèÿ ρ òàêàÿ, ÷òî A/ρ ∈ A è ker(ρ) ∈ K. Ïóñòü θ :
A → A/ρ è π : A/ρ → (A/ρ)/ρ(Ap, A/ρ) � åñòåñòâåííûå ãîìîìîðôèçìû, à σ :
A → (A/ρ)/ρ(Ap, A/ρ) � êîìïîçèöèÿ ýòèõ ãîìîðôèçìîâ è τ � êîíãðóýíöèÿ,
îïðåäåëÿåìàÿ ãîìîìîðôèçìîì σ (τ � ÿäðî ãîìîìîðôèçìà σ). Ìîíîèä A/τ
î÷åâèäíî ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ Ap. Ïîêàæåì, ÷òî ìîíîèä ker(τ) íàõî-
äèòñÿ â êëàññå CAp . Ãðóïïà A/ρ ñóòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï
ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ, à åå ïîäãðóïïà Ap(A/ρ) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï, ïîðÿäêè êîòîðûõ íå ðàâíû p. ßäðî ker(ρ) êîíãðóýíöèè ρ � êîìáèíàòîð-
íûé ïåðèîäè÷åñêèé ìîíîèä. Îòñþäà ïîëíûé ïðîîáðàç B ïîäãðóïïû Ap(A/ρ)
ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîðôèçìå σ åñòü ðàñøèðåíèå êîìáèíàòîðíîãî ïåðèîäè-
÷åñêîãî ìîíîèäà ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ïîðÿäêè
êîòîðûõ ïðîñòûå ÷èñëà íå ðàâíûå p. Òîãäà ó ìîíîèäà B âñå ýëåìåíòû èìåþò
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ïîðÿäîê âçàèìíî ïðîñòîé ñ p. Çíà÷èò, ïî ëåììå 1 ìîíîèä B = ker(τ) ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó CAp. Íàøëè êîíãðóýíöèþ τ íà ìîíîèäå A òàêóþ, ÷òî ôàêòîð-
ìîíîèä A/ρ ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ Ap è ker(τ) ∈ CAp. Ñëåäîâàòåëüíî ïî
ëåììå 3, A � íàñëåäñòâåííî Ap-÷èñòûé ìîíîèä. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò,
÷òî A � íàñëåäñòâåííî àòîìíî ÷èñòûé ìîíîèä.

5) (3) ⇔ (4). Î÷åâèäíî.
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