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СПЕКТРУ

А.А. КУЗНЕЦОВ

Abstract. For a group G, denote by ω(G) the spectrum of G, i.e. the

set of its element orders. We prove that every group G with ω(G) ⊆
ω(L2(7)) = {1, 2, 3, 4, 7} in which the product of every two involutions

is a 2-element contains a normal 2-subgroup with primary quotient. We

also reduce the investigation of groups G with ω(G) = ω(L2(7)) to that

of groups generated by involutions.

1. Введение

Обозначим через ω(G) спектр группы G, т.е. множество порядков элементов
из G. Например, ω(L2(7)) = {1, 2, 3, 4, 7}. Группа G из класса C называется
распознаваемой в C по спектру ω(G), если любая группа H ∈ C, для которой
ω(H) = ω(G), изоморфна G. Другими словами, G распознаваема в C, если
hC(G) = 1, где hC — число попарно неизоморфных групп H ∈ C, изоспектраль-
ных группе G, т.е. имеющих тот же спектр, что и G.

В работе [4] В.Д. Мазуров сформулировал следующий вопрос: Распознавае-
ма ли группа L2(7) по спектру в классе всех групп?

В настоящей статье этот вопрос сводится к группам, порождённым инво-
люциями, и доказывается, что в группе G с ω(G) = ω(L2(7)) всегда есть две
инволюции, не порождающие 2–группу.

Теорема 1. Пусть M — группа и

α) ω(M) ⊆ ω(L2(7)) = {1, 2, 3, 4, 7};
β) произведение любых двух инволюций из M есть 2–элемент.

Тогда M — расширение 2–группы посредством примарной группы.

Kuznetsov, A.A., On the definability of L2(7) by its spectrum.
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Теорема 2. Если произвольная группа M , порождённая инволюциями и удо-
влетворяющая условию ω(M) = ω(L2(7)), изоморфна L2(7), то любая группа
G со свойством ω(G) = ω(L2(7)) изоморфна L2(7).

2. Доказательство теоремы 1

Следующий факт проверяется с помощью компьютерных вычислений по
алгоритму, описанному в [3].

Лемма 1. Если M порождается тремя инволюциями, то M — 2–группа
периода 4, порядок которой — делитель числа 210.

Лемма 2. Любой элемент h ∈ M порядка 4 и любая инволюция x ∈ M по-
рождают конечную подгруппу периода 4.

Доказательство. Рассмотрим группу U =< h2, x, xh >. По лемме 1 U — ко-

нечная 2–группа. Так как (h2)h = h2 ∈ U , xh ∈ U и (xh)h = xh2

∈ U , то Uh = U
и UE < U, h >, поэтому < U, h > — конечная 2–группа. Лемма доказана.

Лемма 3. Подгруппа, порождённая всеми инволюциями группы M , является
2–группой.

Доказательство. Пусть I — множество инволюций группы M . Достаточно
показать, что (x1x2 . . . xn)4 = 1 для любых x1, x2, . . . , xn ∈ I и любого на-
турального n. Это верно для n = 1. Пусть это верно для какого-то s. Тогда
(x1x2 . . . xs)

4 = 1 для любых x1, x2, . . . , xs ∈ I. По лемме 2 < (x1x2 . . . xs), xs+1 >
— конечная группа (для любых x1, x2, . . . , xs, xs+1 ∈ I), которая является груп-
пой периода 4. Поэтому (x1x2 . . . xs+1)

4 = 1. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть H — наибольшая нормальная 2 –подгруппа из M . Тогда
M/H не содержит инволюций.

Доказательство. Предположим противное. По предыдущей лемме H 6= 1.
Если в M/H любые две инволюции порождают 2 –подгруппу, то поскольку
ω(M/H) ⊆ ω(M) ⊆ ω(L2(7)), все инволюции M/H по лемме 3 порождают
нетривиальную 2 –подгруппу, полный прообраз которой является 2–группой,
собственным образом содержащей H , что противоречит выбору H . Поэтому
в M/H есть две инволюции ā, b̄, произведение которых является нетривиаль-
ным элементом простого нечётного порядка. Если a, b — прообразы ā, b̄ в M ,
то < a, b > — конечная группа. Пусть h — нетривиальный элемент из H . Тогда
h<a,b> — конечное множество. Поскольку H локально конечна, H0 =< h<a,b> >
является нетривиальной конечной 2–подгруппой, инвариантной относительно
< a, b >, и в подгруппе M0 = H0· < a, b > силовская p–подгруппа P для неко-
торого нечётного числа p нетривиальна. Так как P действует без неподвижных
точек на M0 ∩ H 6= 1, то NM0

(P ) ∼=< ā, b̄ > и поэтому является группой диэд-
ра. Но тогда в M0 r H есть инволюция, что противоречит выбору H . Лемма
доказана.

Лемма 5. M является расширением 2 –группы посредством примарной груп-
пы.

Доказательство. Предположим противное. Пусть H — подгруппа из преды-
дущей леммы. По лемме 4 M/H является {3, 7}–группой и, следовательно, M



252 А.А. КУЗНЕЦОВ

содержит элемент a порядка 3. Поскольку H локально конечна, < H, a > ло-
кально конечна. Если x, y, z ∈ H , то M0 =< x, y, z, a > — конечная группа и
H0 = M0∩H — конечная группа, на которой элемент a порядка 3 действует при
сопряжении без неподвижных точек. По [7] H0 двуступенно нильпотентна и,
следовательно, [[x, y], z] = 1. Это показывает, что H двуступенно нильпотент-
на. Пусть Z = Z(H). Тогда M/H — группа, действующая свободно на абелевой
2–группе Z, и по [1] центр M/H содержит элемент порядка 3. Но тогда M/H
содержит элемент порядка 21, что противоречит условию. Лемма и теорема
доказаны.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть M — подгруппа, порождённая всеми инволюциями группы G. Тогда
M E G. Если ω(M) = ω(G), то по предположению M ∼= L2(7). По условию на
G, CG(M) = 1 и поэтому G ≤ Aut M . Отсюда G ∼= L2(7) или PGL2(7), но
в PGL2(7) есть элемент порядка 6, поэтому G ∼= L2(7), и заключение в этом
случае верно.

Пусть ω(M) 6= ω(G). Если 4 /∈ ω(M), то по [5] это невозможно. Поэтому либо
3 /∈ ω(M), либо 7 /∈ ω(M).

Если 3 /∈ ω(M), то по лемме 6 из [2], M нильпотентна и, следовательно,
является 2–группой. По теореме 1 ω(G) 6= ω(L2(7)). Противоречие.

Если 3 ∈ ω(M), а 7 /∈ ω(M), то по [6] M локально конечна. По [8] M ниль-
потентна и, следовательно, в M есть элемент порядка 6 /∈ ω(L2(7)). Противо-
речие. Теорема доказана.

Автор выражает благодарность профессору В.Д. Мазурову за постановку
задачи и высказанные идеи о пути её решения.
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