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Abstract. This paper is motivated by needs of practical computations
in finitely generated groups. In the most of the computations in finitely
generated groups G the elements are represented as freely reduced words
in the free group F . In [1] a family of probability measures was used for
estimating the complexity of algorithms on groups and subsets of F were
classified according to these measures. We find out which regular sets are
sparse, i.e. small with respect to the probability measures.

1. Введение

Появление данной работы обусловлено потребностью практических вычис-
лений в конечно порожденных группах. В большинстве компьютерных вычис-
лений в конечно порожденных группах элементы группы G представляются
редуцированными словами из свободной группы F, что связано с представле-
нием G = F \ N . При изучении алгоритмов на конечно порожденных группах
проводится стратификация входного множества F. Таким образом, возникают
подмножества F , на которых алгоритм работает хорошо (например, за поли-
номиальное время), на которых алгоритм работает хуже и подмножества, для
которых алгоритм не дает ответа. Если алгоритм достаточно хорош, то послед-
ние множества должны быть малыми. Как правило, описать эти множества до-
статочно трудно и поэтому их погружают в хорошие множества — например,
регулярные. Следуя идеям статьи [1], мы провели формализацию понятия ма-
лого множества — это так называемое разреженное множество; исследовали,
какие регулярные множества являются разреженными, то есть малыми отно-
сительно тех мер, которые будут введены в этой статье. Так что если алгоритм
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не работает только лишь на разреженном множестве либо его подмножестве,
то этот алгоритм можно по праву считать хорошим.

Мы выражаем благодарность нашему научному руководителю В.Н. Ремес-
ленникову за помощь при написании данной работы.

2. Регулярные подмножества свободной группы

Пусть F — свободная группа ранга z над алфавитом X = {x1, . . . , xz}. Эле-
ментами группы F будем называть редуцированные слова (то есть такие сло-
ва, которые не содержат подслов вида xx−1 или x−1x). Длиной слова f из
F назовем длину редуцированного слова, будем обозначать ее |f |. Под Sj бу-
дем понимать множество элементов длины j в группе F. Можно показать, что
|Sj | = 2z(2z − 1)j−1. Пусть H ⊂ F ; обозначим через nj число слов длины j

в H , а fj =
nj

|Sj |
=

|Sj ∩ H |

|Sj |
. Величины fj = fj(H) называют относительными

частотами для H. На F следующим образом вводится мера λ (см. [1]):

∀ w ∈ F, λ(w) =
1

2z(2z − 1)|w|
, если w 6= 1 и λ(1) = 1.

Тогда в приведенных выше обозначениях λ(H) =
∑

w∈H

λ(w) =
∞
∑

k=0

fk(H).

Таким образом, H является λ-измеримым, когда ряд
∞
∑

k=0

fk(H) сходится.

При оценке множеств важны как асимптотические, так и вероятностные ха-
рактеристики и Лемма 1 раскрывает связь между этими характеристиками
подмножеств группы F. В нашей статье основное внимание уделяется асимп-
тотическим характеристикам.

Приведем некоторые необходимые нам сведения о семействе атомарных ве-
роятностных мер {µs, s ∈ (0, 1]} для подмножеств группы F (подробнее см.[1]).
Мера µ на счетном множестве X называется атомарной, если каждое подмно-
жество Y ⊆ X измеримо; при этом µ(Y ) =

∑

y∈Y

µ(y). Мера слова w ∈ F опреде-

ляется следующим образом:

µs(w) =
s(1 − s)|w|

2z(2z − 1)|w|−1
для w 6= 1 и µs(1) = s.

Поскольку мера µs атомарна, то мера подмножества H находится по фор-
муле:

µs(H) =
∑

w∈H

µs(w).

Далее нам понадобится следующее определение, введенное в [2]. X-диграф Γ
называют f -диграфом (folded digraph), если для всякой вершины v графа Γ
и для всякой метки x ∈ X в Γ существует не более одного ребра с меткой
x и началом в v, а также не более одного ребра с меткой x и концом в v. 1

Напомним, что регулярное множество можно определять как множество, рас-
познаваемое конечным детерминированным автоматом (это верно благодаря
теореме Клини-Рабина-Скотта, см. [5]). В дальнейшем в данной работе будет

1Если диграф является f -диграфом, то соответствующий ему автомат является детерми-
нированным. В [2] показано, что проведение над графом операции схлопывания (folding) не
меняет распознаваемого графом языка. Поэтому без ограничения общности можно считать
граф f -диграфом.
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удобно иметь дело не с детерминированным автоматом, а с f -диграфом. Са-
мое существенное отличие этих двух понятий заключается в том, что в случае
f -диграфа одно и то же ребро последовательно не проходится в различных
направлениях, то есть диграфом распознаются только редуцированные слова.
Но поскольку множество всех редуцированных слов и множество, распозна-
ваемое конечным детерминированным автоматом, регулярны, то множество,
распознаваемое диграфом, регулярно как пересечение регулярных множеств.

Если H — регулярное множество, то для s из некоторой окрестности нуля
последнюю формулу можно переписать (см. [1]) в виде степенного ряда:

µs(H) = m0 + m1s + m2s
2 + . . . .

В этом случае µ0(H) = lim
s→0+

µs(H) = m0. Пусть µ1(H) = lim
s→0+

µs(H)

s
.

Подмножество H называется разреженным, если µ0(H) = 0, µ1(H) суще-

ствует и µs(H) = µ1(H)s + α1(s), где lim
s→0+

α1(s)

s
= 0.

Подмножество H называется сгущенным, если µ0(H) существует, µ0(H) > 0
и µs(H) = µ0(H) + α0(s), где lim

s→0+
α0(s) = 0. Напомним, что для слов u и

v из F запись u ◦ v означает отсутствие сокращений на стыке u и v, то есть
uv — редуцированное произведение. В [1] показано, что множество C(w) =
{w ◦ f | f ∈ F} является сгущенным множеством; C(w) называется конусом.

Появление термина "разреженное множество" еще раз возвращает нас к
идеям введения: разреженное множество и играет роль того самого, малого от-
носительно введенных мер множества. Любое регулярное множество является
либо разреженным, либо сгущенным, причем если множество — это подгруппа
конечного индекса в F, то оно будет сгущенным (см.[1]).

Лемма 1. Подмножество H группы F является разреженным тогда и толь-
ко тогда, когда оно λ-измеримо.

Доказательство. Пусть множество H λ-измеримо. По теореме Харди -Литтл-
вуда µ0(H) равно следующему пределу по Чезаро:

µ0(H) = lim
s→0+

µs(H) = lim
n→∞

1

n
(f0 + f1 + . . . + fn),

который, в силу сходимости ряда из относительных частот, равен нулю, и,
следовательно, µ0(H) = 0. Тогда

µ1(H) = lim
s→0+

µs(H) − µ0(H)

s
= lim

s→0+

s
∞
∑

k=0

fk(H)(1 − s)k

s
=

∞
∑

k=0

fk(H) < ∞.

Это и означает разреженность H.
Теперь предположим, что множество H – разреженное и докажем его

λ-измеримость. В некоторой окрестности нуля верно равенство

µ1(H)s + α1(s)

s
=

∞
∑

k=0

fk(H)(1 − s)k.

Совершая предельный переход в этом равенстве при s, стремящемся к нулю,
получаем сходимость ряда в правой части, так как предел левой части конечен

и равен µ1(H). Сходимость ряда
∞
∑

k=0

fk(H) следует из того, что
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lim
s→0+

∞
∑

k=0

fk(H)(1 − s)k =

∞
∑

k=0

lim
s→0+

fk(H)(1 − s)k = µ1(H).

Значит, H λ-измеримо. �

Приведем некоторые определения, связанные с используемыми в дальней-
шем размеченными графами (X-диграфами).

X-диграф Γ называется X-полным, если для каждой его вершины v и каж-
дой метки x ∈ X

⋃

X−1 существует одно и только одно ребро с меткой x,
выходящее из v (см.[2]).

X-диграф Γ называется связным, если для любых двух его вершин суще-
ствуют путь, их соединяющий.

В [2] введено понятие Core(Γ, v), где v — некоторая вершина графа Γ :

Core(Γ, v) =
⋃

{p | p — редуцированный путь из v в v в графе Γ}.

Если Γ = Core(Γ, v), то Γ называется ядром относительно вершины v.
Пусть u и v — две произвольные вершины конечного графа Γ. Диаметром

d графа Γ назовем число d = max
u,v∈V Γ

|π(u, v)|, где π(u, v) – геодезический путь в

Γ из u в v.

3. Определение и простейшие свойства строго разреженных

множеств

Из леммы 1 следует, что разреженность множества H эквивалентна сходи-
мости ряда из относительных частот для этого множества. Усилим требования
к этому ряду, а именно, будем называть множество H строго разреженным,
если существуют такие действительные числа q и C > 0, где 0 < q < 1, что для
всякого натурального k верно следующее неравенство

fk < Cqk.

Приведенному определению часто бывает удобно придать форму: множество
называется строго разреженным, если начиная с некоторого номера k > k0,
верно fk < Cqk, где k0 > 0, C > 0 и 0 < q < 1. Нетрудно показать, что
указанные определения эквивалентны (при должном подборе константы C).

Замечание 2. Дополнение к строго разреженному множеству — это стро-
го генерическое множество. Определение и свойства генерических множеств
можно найти в [4].

Рассмотрим некоторые свойства строго разреженных множеств.
1) Пусть R′ — подмножество R и множество R — строго разрежено. Тогда

и R′ также является строго разреженным.

2) Пусть R =
m
⋃

i=1

Ri, и каждое из множеств Ri – строго разрежено. Тогда R

– строго разрежено.
Доказательства утверждений 1) и 2) очевидны.
3) Рассмотрим отображение g : R → S, где R и S — подмножества свободной

группы F . Пусть g обладает свойством: при фиксированном действительном
числе t > 0 для всякого r ∈ R выполняется | |g(r)| − |r| | ≤ t (так называемое
t-метрическое отображение).

Если R — строго разреженное множество, то и его образ g(R) при t-метри-
ческом отображении также будет разреженным.
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Доказательство. Пусть D = g(R) — образ множества R. Для относительных
частот этого множества начиная с номера k + t справедлива оценка:

fD
k =

nD
k

|Sk|
≤

k+t
∑

i=k−t

nR
i

|Sk|
= (fR

k−t(2z − 1)−t + . . . + fR
k+t(2z − 1)t) =

=

t
∑

i=−t

fR
k+i(2z − 1)i <

t
∑

i=−t

Cqk+i(2z − 1)i < C(2z − 1)t
t
∑

i=−t

qk+i <

< C(2z − 1)t · 2t · qk−t = C

(

2z − 1

q

)t

· 2t · qk.

Значит, для множества D параметр q можно взять таким же, как и для R,

а новая константа равна CD = C

(

2z − 1

q

)t

· 2t и, таким образом, D = g(R)

становится строго разреженным. �

4) Пусть R, S — строго разреженные множества и T = R ◦ S = {r ◦ s|r ∈
R, s ∈ S}. В этом случае T тоже будет строго разреженным.

Доказательство. С некоторого номера k для относительных частот множества
выполняется

fT
k =

nT
k

|Sk|
≤

k
∑

i=0

nR
k−in

S
i

|Sk|
=

k
∑

i=0

nR
k−i

|Sk−i|

nS
i

|Si|

2z

2z − 1
<

2z · CR · CS

2z − 1

k
∑

i=0

qk−i
R qi

S

Возможны следующие три ситуации:
а) имеет место неравенство qR > qS . Тогда

k
∑

i=0

qk−i
R qi

S =
(qR − qS)

(qR − qS)

k
∑

i=0

qk−i
R qi

S =
(qk+1

R − qk+1
S )

(qR − qS)
=

qk+1
R

(

1 −

(

qS

qR

)k+1
)

(qR − qS)
.

Поскольку 0 <

(

1 −

(

qS

qR

)k+1
)

< 1 в силу qR > qS , то

qk+1
R

(

1 −

(

qS

qR

)k+1
)

(qR − qS)
<

qk+1
R

(qR − qS)

Возвращаясь к оценке fT
k , получаем:

fT
k <

2z · CR · CS

2z − 1

k
∑

i=0

qk−i
R qi

S <
2z · CR · CS

2z − 1
·

qk+1
R

(qR − qS)
=

2z · CR · CS · qR

(2z − 1) · (qR − qS)
·qk

R,

где, таким образом, qT = qR и CT =
2z · CR · CS · qR

(2z − 1) · (qR − qS)
и множество T —

строго разреженное.
б) имеет место неравенство qR < qS . Данная ситуация симметрична случаю

а) и поэтому сразу выпишем параметры:

qT = qS и CT =
2z · CR · CS · qS

(2z − 1) · (qS − qR)
и множество T – строго разреженное.
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в) выполнено равенство qR = qS . Изменим один из параметров, например,
qR, следующим образом. Выберем q′R так, что qR < q′R < 1. При этом неравен-
ство строгой разреженности множества R выполняется и для нового параметра
q′R :

fR
k < CRqk

R < CR(q′R)k.

Таким образом, решение вопроса о строгой разреженности сводится к п. а). �

5) Пусть R, S — строго разреженные множества и P = R ∗
t
S = {rs : ∀r ∈

R, ∀s ∈ S |r| + |s| − |rs| ≤ t}. Тогда P также строго разреженное.

Доказательство. С некоторого номера для относительных частот множества
выполняется

fP
k =

nP
k

|Sk|
≤

k+t
∑

i=0

nR
k+t−in

S
i

|Sk|
=

=

k+t
∑

i=0

nR
k+t−i

|Sk+t−i|

nS
i

|Si|

2z

(2z − 1)t+1
<

2z · CR · CS

(2z − 1)t+1

k+t
∑

i=0

qk+t−i
R qi

S .

Далее, как и в случае свойства 4, доказательство распадается на три случая,
из которых мы рассмотрим один — остальные рассматриваются аналогично.

Предположим, что qR > qS . Тогда

k+t
∑

i=0

qk+t−i
R qi

S =
(qR − qS)

(qR − qS)

k+t
∑

i=0

qk+t−i
R qi

S =
(qk+t+1

R − qk+t+1
S )

(qR − qS)
=

=

qk+t+1
R

(

1 −

(

qS

qR

)k+t+1
)

(qR − qS)
≤

qk+t+1
R

(qR − qS)
.

Значит,

fP
k <

2z · CR · CS

(2z − 1)t+1

k+t
∑

i=0

qk+t−i
R qi

S <
2z · CR · CS · qt+1

R

(2z − 1)t+1 · (qR − qS)
· qk

R,

где, таким образом, qP = qR и CP =
2z · CR · CS · qt+1

R

(2z − 1)t+1 · (qR − qS)
и множество P –

строго разреженное. �

6) Рассмотрим следующую конструкцию. Пусть M и T — строго разрежен-
ные множества. Рассмотрим множество MT

0 всех таких m ∈ M и t ∈ T, для
которых mt = t−1 ◦ m ◦ t. Тогда множество

⋃

m,t∈MT

0

mt также является строго

разреженным.
Доказательство указанного факта можно получить, пользуясь оценкой nk —

числа элементов длины k во множестве
⋃

m,t∈MT

0

mt; оно оценивается следующим

образом:

nk ≤

[(k−1)/2]
∑

p=0

nT
p nM

(k−2p).

Дальнейшие рассуждения проводятся аналогично тому, как это делалось в
свойствах 3)-5).
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4. Критерий строгой разреженности множеств специального вида

Приведем теперь один из основных результатов данной работы.

Утверждение 1. Пусть H — регулярное подмножество F , Γ — конечный
автомат для H. Если Γ связный и не является X-полным, то H — строго
разреженное в F множество.

Доказательство. Для доказательства утверждения достаточно показать, что
для относительных частот множества H начиная с некоторого k справедлива
оценка fk < Cqk. Будем полагать, что z ≤ 2, так как случай, когда группа F
абелева тривиален. Поскольку по условию Γ не X-полный, то существуют вер-
шина v ∈ V Γ и буква x ∈ X

⋃

X−1 такие, что из v не выходит ребра с меткой x.
В силу сделанных выше оговорок будем далее отождествлять понятия разме-
ченного диграфа и автомата для H. Пусть d — диаметр Γ. Для определенности
будем полагать, что в Γ имеется только одна вершина (то есть v), из которой
выходит менеe 2z ребер. В противном случае, когда таких вершин несколь-
ко, число распознаваемых автоматом слов будет еще меньше и оценка самого
множества — еще точнее. Расширим язык H, распознаваемый автоматом Γ,
следующим образом: все вершины Γ объявим финальными и начальными. По-
лученный автомат Γ распознает язык R, содержащий префиксное замыкание
H. Следовательно, согласно свойству 1 для строго разреженных множеств, до-
статочно получить требуемую в определении строгой разреженности оценку
для языка R.

Обозначим через nk число элементов длины k в R и nv
k — число слов длины

k, которым в Γ соответствуют пути длины k, оканчивающиеся в v. Покажем,
что

(1)
nv

k

nk
> ε,

для некоторого ε, где 0 < ε < 1, k > d. Если граф X-полный, то пути длины
(k + 1) получаются продлением путей длины k, причем каждый такой путь
можно продлить (2z − 1) способом. Так как граф Γ таков, что все его вер-
шины являются и начальными, и финальными, то для путей длины 2 верно
неравенство n2 < n1(2z − 1). Аналогично, для путей длины k > 1 имеет место
неравенство nk+1 < nk(2z − 1), а, значит, nk < nk−d(2z − 1)d. Таким образом,
для k > d, верно неравенство

nk−d

nk
>

1

(2z − 1)d
.

Обозначим число
1

(2z − 1)d
через ε. Значит, для k > d предыдущее неравенство

примет вид

(2)
nk−d

nk
> ε.

Чтобы доказать неравенство (1), покажем сначала, что для k > d выполнено
nv

k > nk−d.

В самом деле, пусть p — редуцированный путь в Γ длины k − d. Поскольку
Γ — связный граф с диаметром d, то из конечной вершины пути p существует
по крайней мере один редуцированный путь pl длины l ≤ d с конечной вер-
шиной v. Конкатенацию путей p и pl будем обозначать p. Так как пути p и
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pl редуцированы, то есть не содержат фрагментов вида eie
−1
i и e−1

i ei (одно и
тоже ребро последовательно не проходится в различных направлениях), следо-
вательно, в p фрагменты указанного вида могут содержаться только на стыке
p и pl. Удаляя eie

−1
i и e−1

i ei, проведем редукцию пути p и далее предполагаем,
что он редуцированный. Если полученный путь p имеет длину t и t < k, то из
условий, наложенных на Γ, путь p всегда можно достроить (приписыванием
ребер к началу p) до пути длины k с конечной вершиной v.

Это означает, что nv
k > nk−d при k > d, из чего в силу (2) получаем (1).

Покажем теперь, что относительные частоты ограничены сверху членами

геометрической прогрессии, то есть что
nk

|Sk|
< Cqk. Последнему неравенству

можно придать вид
nk

|Sk|
< cq−k0qk, для подходящего натурального k0 и поло-

жительного действительного c.
Доказательство проведем методом индукции по длине пути. Проверим базу

индукции, положив в оценке частот k0 = d.
Оценим число путей длины d + 2. Для получения путей длины d + 2 мы

продлеваем пути длины d + 1, причем пути, входящие в вершину v (ту самую,
из которой не выходит ребро с меткой x) продлеваются не более, чем 2z − 2
способами, а пути, входящие в другие вершины — не более чем 2z−1 способами.
Поэтому верно неравенство

nd+2 < nv
d+1(2z − 2) +

∑

w∈V Γ\v

nw
d+1(2z − 1).

Значит,

nd+2 < nd+1





nv
d+1

nd+1
(2z − 2) +

∑

w∈V Γ\v

nw
d+1

nd+1
(2z − 1)



 .

Поскольку d + 1 > d, то можно использовать формулу (1). Получаем:

nd+2 < nd+1 (ε(2z − 2) + (1 − ε)(2z − 1)) .

Тогда для относительных частот множества R :

fd+2 =
nd+2

|Sd+2|
<

nd+1 (ε(2z − 2) + (1 − ε)(2z − 1))

|Sd+1|(2z − 1)
< cq < cq−dqd+1 = Cqd+1,

где q = 1 −
ε

(2z − 1)
. Сделаем теперь шаг индукции.

Рассуждения об оценке путей длины k + 1, где k > k0, производятся совер-
шенно аналогично тому, как это было сделано для путей длины d + 2, поэтому
мы опустим здесь некоторые промежуточные выкладки и рассуждения. Верно
неравенство

nk+1 < nv
k(2z − 2) +

∑

w∈V Γ\v

nw
k (2z − 1).

Значит,

nk+1 < nk (ε(2z − 2) + (1 − ε)(2z − 1)) .

Проведем оценку относительных частот множества R:

fk+1 =
nk+1

|Sk+1|
<

nk (ε(2z − 2) + (1 − ε)(2z − 1))

|Sk|(2z − 1)
< Cqk

(

1 −
ε

2z − 1

)

< Cqk+1.

Это и означает, что множество R строго разреженно. �
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Замечание 1. Регулярное множество H, автомат для которого связен и X-
полон, является сгущенным, так как его префиксное замыкание содержит ко-
нус (см. [1]). Значит, полученный результат действительно является критерием
строгой разреженности множеств указанного вида.

Замечание 2. Более слабое утверждение о том, что регулярное множество,
удовлетворяющее условиям утверждения 1, является разреженным, было опуб-
ликовано в статье [8].

Результаты утверждения 1 носят не только абстрактный характер; сформу-
лируем далее пример его практического применения.

В работе [2] показано, что для произвольной подгруппы H ≤ F существует
единственный с точностью до изоморфизма корневой X-диграф (Γ, v), такой
что

(1) Граф Γ является связным и f -диграфом;
(2) Γ является ядром относительно вершины v;
(3) Язык, распознаваемый графом (Γ, v), совпадает с группой H.

Граф (Γ, v) называется подгрупповым графом для H. В дальнейшем будем
обозначать подгрупповой граф через Γ(H), а его корневую вершину — 1H .

Следствие 1. Пусть H — конечно порожденная подгруппа F бесконечного
индекса, тогда H является строго разреженным подмножеством F.

Доказательство. По теореме 8.3 из [2] подгрупповой граф для H является X-
полным если и только если H – подгруппа конечного индекса. Следовательно,
граф для H не X-полный и по утверждению 1 подгруппа H является строго
разреженным подмножеством F. �

5. Конструкции над строго разреженными множествами

В этой части работы будет доказана строгая разреженность некоторых под-
множеств свободной группы F. Пусть fA, Af — соответственно левый и правый
смежные классы по подгруппе A. Сопряженную с A подгруппу будем записы-
вать в виде Af = {f−1af |a ∈ A}, где f — произвольный неединичный элемент
группы F. Оказывается, что если подгруппа A имеет бесконечный индекс в F,
то указанные выше множества являются строго разреженными.

Утверждение 2. В приведенных выше обозначениях множества Af, fA и
Af являются строго разреженными.

Доказательство. В самом деле, рассмотрим множество Af (или fA) для про-
извольного элемента f из F. Пусть длина элемента f равна l. Так как при
умножении на f в словах из A не происходит изменения длины большей, чем
l, то, начиная с k = l, ряд для относительных частот легко оценить, применяя
соответствующие оценки для исходной подгруппы A.

Строгая разреженность множества Af показывается аналогично, с учетом
того факта, что при сопряжении элемента его длина не может увеличиться или
уменьшиться более, чем на 2l. �

Замечание. В рассуждениях о строгой разреженности Af, fA или Af ни-
где не используется групповая структура A и фактически доказано большее:
для произвольного строго разреженного множества P множества Pf, fP и P f

также строго разреженны.
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Утверждение 3. Пусть H — конечно порожденная подгруппа бесконечного
индекса в F , S0 — строго разреженное подмножество множества S специ-
альных представителей для подгруппы H. Тогда множество M =

⋃

s∈S0

Hs

также является строго разреженным.

Доказательство. Напомним, что такое множество специальных представите-
лей для подгруппы H. В каждом правом классе смежности по H мы выбира-
ем представитель s, причем из единичного класса H выбираем представитель
единицу. Более того, представители выбираем так, что каждый из них име-
ет минимальную длину в своем классе и вся система представителей является
шрайеровой (такой выбор возможен, см., например, [6]). Специальные предста-
вители подразделяются на внутренние и внешние. Внутренних представителей
конечное число, а именно, их столько, сколько вершин в подгрупповом графе
Γ(H). Каждому внутреннему представителю соответствует геодезический путь
из начальной вершины 1H в одну из вершин Γ(H). Таким образом, каждому
внутреннему представителю соответствует также и некоторая вершина Γ(H)
(см. [7]).

Перейдем теперь к доказательству строгой разреженности M =
⋃

s∈S0

Hs. В

работе [7] показано, что множество специальных представителей S для под-
группы бесконечного индекса является конечным объединением конусов, каж-
дый из которых начинается в одной из вершин подгруппового графа Γ(H).
Следовательно, S0 есть объединение конечного числа строго разреженных под-
множеств, лежащих в различных конусах множества S. Обозначим эти подмно-

жества Si
0, i = 1, . . . , m, где m ≤ |V Γ(H)|, тогда S0 =

m
⋃

i=1

Si
0 и для множества

M верно равенство

(3) M =

m
⋃

i=1

⋃

s∈Si

0

Hs.

Так как конечное объединение строго разреженных множеств также строго
разрежено, то для решения задачи достаточно рассмотреть случай, когда S0

лежит только в одном из конусов, то есть в (3) m равно 1. Пусть v0 ∈ V Γ(H)
— вершина конуса для S0, s0 — соответствующий ей внутренний представи-
тель в Sin ⊂ S. Специальные представители соответствуют меткам некоторых
геодезических путей с началом в 1H , кроме того, множество S является шрай-
еровым, следовательно, все пути в расширенном графе Γ, соответствующие
элементам из S0, длина которых больше расстояния между 1H и s0, имеют
общее начало — геодезический путь p из 1H в v0 с меткой s0.

А их конечные сегменты, начиная с вершины v0, лежат вне подгруппового
графа Γ(H). Поэтому в словах из M длина сокращения на стыке слова из H
и из S0 не может быть больше длины пути p, обозначим ее k. Следовательно,
по свойству 5) множество M является строго разреженным. �

Утверждение 4. Пусть H — конечно порожденная подгруппа бесконечного
индекса и H∗ =

⋃

f∈F

Hf . Тогда H∗ является строго разреженным множе-

ством.
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Доказательство. Пусть S — множество специальных представителей F по H .
Тогда H∗ =

⋃

f∈F

Hf =
⋃

s∈S

Hs. Зафиксируем в H нильсеновскую базу H =

〈hi | i ∈ I, |I| < ∞〉 (поскольку H конечно порождена, то число элементов ба-
зы конечно). Для доказательства строгой разреженности множества H∗ нужно

оценить относительные частоты fH∗

k и, следовательно, получить оценку nH∗

k

числа элементов длины k во множестве H∗. Так как s имеет минимальную
длину в соответствующем правом классе смежности по H, то длина сокраще-
ния на стыке h с представителями не может быть более половины элемента
нильсеновской базы, на который заканчивается и (или) начинается элемент h.
Следовательно, верна формула

(4) 2|s| + |h| ≤ |s−1hs| + 2m,

где m = max
i∈I

|hi|. Пусть длина элемента s−1hs составляет k, причем h = l, а

s = p. Тогда, согласно (4), имеем соотношение 2p + l ≤ k + 2m.
Как уже говорилось выше, множество специальных представителей S для

H является объединением конечного числа конусов, каждый из которых на-
чинается в одной из вершин подгруппового графа Γ(H). Пусть число конусов
равняется N, тогда для числа элементов длины p во множестве S верна оценка:

nS
p = 2zN(2z − 1)p

(иначе говоря, элементов в каждом конусе не более, чем в свободной груп-
пе). Пользуясь этим неравенством, перейдем к непосредственной оценке числа
элементов длины k во множестве H∗ :

nk ≤

[(k+2m−1)/2]
∑

p=0

nS
p nH

k+2m−2p

Для относительных частот множества H∗ верно:

fk =
nk

|Sk|
≤ N

[(k+2m−1)/2]
∑

p=0

nH
k+2m−2p |Sp||Sk−2p+2m|

|Sk+2m−2p||Sk|

≤ 2zN(2z − 1)

[(k+2m−1)/2]
∑

p=0

fH
k+2(m−p)

(2z − 1)(p+1)

Последнее неравенство гарантирует нам строгую разреженность H∗ — доказа-
тельство производится аналогично рассуждениям из свойства 4). �

Продемонстрируем строгую разреженность еще одного множества.

Утверждение 5. Пусть h — неединичный элемент группы F и hF — класс
сопряженных с h элементов: hF = {f−1hf |f ∈ F}. Тогда hF является строго
разреженным множеством.

Доказательство. Достаточно решить задачу для случая, когда h — цикличе-
ски редуцированный элемент, так как если h имеет вид h = f−1gf, то hF = gF .

Пусть H = CF (h) =< h0 > — централизатор элемента h в группе F , а S
— множество специальных представителей F по H, где h = hl

0 для некоторого
l > 0. Тогда любой элемент из класса hF однозначно записывается в виде s−1hs.
Обозначим длину h0 через m.
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В записи s−1hs сокращения на стыке элемента h c представителями могут
происходить только с одной из двух сторон в силу циклической редуцирован-
ности h. Для доказательства строгой разреженности класса hF необходимо
оценить асимптотическое поведение относительных частот, и, значит, элемен-
тами малой длины можно пренебречь. Поэтому будем рассматривать только
такие представители s из множества S, длина которых больше, чем |h0|. В этом
случае длина сокращения будет не больше, чем |h0|/2, так как неравенство
|h0s| < |s| невозможно по причине минимальности s в своем классе смежно-
сти. Следовательно, верно неравенство:

2|s| + |h| = 2|s| + l|h0| ≤ |hf | + |h0|.

Пусть далее |hf | = k. Тогда |s| ≤
k − (l − 1)m

2
.

Тогда nk ≤ nS
k−(l−1)m

2

.

Поскольку S — это объединение не более чем m конусов (так как у графа
для H = CF (h) =< h0 > ровно m вершин), то для относительных частот будет
верно следующее:

fk ≤
nS

k−(l−1)m
2

|Sk|
≤

m|S k−(l−1)m
2

|

|Sk|
≤

m

(2z − 1)
k+m(l−1)

2

.

Последнее из неравенств влечет за собой необходимую оценку при параметрах

C =
m

(2z − 1)
m(l−1)

2

и q =
1

(2z − 1)
1
2

, а, значит, и строгую разреженность класса

hF . �

Замечание. В работе [9] было доказано, что двойной класс смежности AfB
для конечно порожденных подгрупп бесконечного индекса A и B является раз-
реженным, в том числе и для случая, когда f = 1. Кроме того, известно, что
обобщенный нормализатор подгруппы N∗

F (H) = {f ∈ F |H
⋂

Hf 6= 1} пред-
ставляет собой конечное объединение двойных классов смежности по H :

N∗
F (H) =

N
⋃

i=1

HgiH.

Следовательно, обобщенный нормализатор конечно порожденной подгруппы
бесконечного индекса является разреженным множеством.
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