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ÉCOLE D’ÉTÉ DE SÉVILLE (1996)

édité par Philippe Maisonobe, Luis Narváez Macarro

Résumé. — La théorie des systèmes différentiels géométriques est l’étude des Mo-

dules cohérents sur l’Anneau des opérateurs différentiels sur une variété analytique

ou algébrique. Elle intervient dans de nombreuses branches des mathématiques : géo-

métrie algébrique, arithmétique, groupes et algèbres de Lie, topologie algébrique des

singularités... Ce livre est le résultat de la rédaction de plusieurs cours donnés lors

d’une école du C.I.M.P.A. en septembre 1996. Il veut offrir au lecteur, par la prise en

compte des éléments les plus récents de la théorie, une synthèse des nombreux articles

de recherche sur ce sujet. Ainsi, la plupart des cours ont été écrits pour être lus par

des étudiants commençant la recherche mathématique.

Abstract (Elements of the theory of geometric differential systems)
The theory of geometric differential systems consists in the study of coherent Mod-

ules on the Ring of differential operators on a complex analytic or algebraic manifold.

It is used in various branches of mathematics: algebraic geometry, arithmetics, Lie

groups and Lie algebras, algebraic topology of singularities... This book contains the

texts of lectures given at a C.I.M.P.A. summer school in september 1996. It offers a

complete survey of the theory, taking into account the most recent advances. Most

of the lectures are aimed at young researchers.
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Image inverse en théorie des D-Modules

Philippe Maisonobe & Tristan Torrelli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

Dans ce cours, nous exposons les résultats de base sur le foncteur image
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dualité. Nous utilisons tous les résultats précédents pour montrer le théorème
de comparaison et nous illustrons les résultats généraux à l’aide de l’exemple
d’une fonction monomiale.

On irregular holonomic D-modules

Bernard Malgrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 391
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Image inverse en théorie des D-Modules

Philippe Maisonobe & Tristan Torrelli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

This course deals with basic properties of the inverse image functor in D-
modules theory. After some generalities, we give the first results in the case of a
non-characteristic morphism. Then we prove the existence of Bernstein functio-
nal equations associated with a section of an holonomic D-module. We deduce
that the inverse image functor and the local cohomology functor preserve ho-
lonomicity. Moreover, we prove that these two functors commute. Finally, we
study the canonical morphism between the inverse image of the solutions and
the solutions of the inverse image. These results are at the origin of the defini-
tion of the irregularity of a holonomic D-module.

The Local Duality Theorem in D-module Theory

Luis Narváez Macarro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

These notes are devoted to the Local Duality Theorem for D-modules,
which asserts that the topological Grothendieck-Verdier duality exchanges the
de Rham complex and the solution complex of holonomic modules over a com-
plex analytic manifold. We give Mebkhout’s original proof and the relationship
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PRÉFACE

La théorie des systèmes différentiels géométriques est l’étude des Modules cohérents

sur l’Anneau des opérateurs différentiels sur une variété analytique ou algébrique. Elle

intervient dans de nombreuses branches des mathématiques : géométrie algébrique,

arithmétique, groupes et algèbres de Lie, topologie algébrique des singularités... Du

2 au 13 septembre 1996, nous avions organisé une école du Centre International de

Mathématiques Pures et Appliquées à Séville. Ce livre, résultat de la rédaction de

plusieurs cours donnés à cette occasion, veut offrir au lecteur, par la prise en compte

des éléments les plus récents de la théorie, une synthèse des nombreux articles de

recherche sur ce sujet. Ainsi, la plupart des cours ont été écrits pour être lus par

des étudiants commençant la recherche mathématique. Les prérequis sont quelques

connaissances de base en géométrie algébrique et en théorie des D-Modules ; en ce

qui concerne les D-Modules, ces connaissances sont essentiellement contenues dans

les cours d’une école du C.I.M.P.A. qui s’était tenue à Nice en août et septembre 1990

(Éléments de la théorie des systèmes différentiels, Ph.Maisonobe et C.Sabbah (éd.),

Les cours du CIMPA, Travaux en cours, vol. 45 et 46, Hermann, Paris, 1993).

Le livre débute par un texte de Ph.Maisonobe et T.Torrelli sur l’image inverse des

D-Modules par une application. C’est l’une des opérations de base de la théorie des

D-Modules. Ce texte expose les résultats suivants :

a) Existence d’équations fonctionnelles pour les sections d’un module holonome.

Les conséquences en sont nombreuses : les modules holonomes sont spécialisables,

l’image inverse et la cohomologie locale de modules holonomes restent holonomes.

b) Commutation de l’image inverse et de la cohomologie locale.

c) Isomorphisme, dans le cas non caractéristique, entre image inverse des solutions

d’un D-Module et solutions de l’image inverse de ce D-Module.

Il résulte de cela que le complexe des solutions d’un D-Module holonome satisfait

aux conditions de support.
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L.Narváez-Macarro donne une preuve du théorème de dualité locale pour les D-

Modules, qui affirme que la dualité topologique de Grothendieck-Verdier échange le

complexe de de Rham et le complexe des solutions des modules holonomes sur une

variété analytique complexe. Ce théorème exprime clairement le parallélisme entre la

dualité topologique (discrète) et la dualité continue (cohérente), et cela est utilisé de

manière essentielle dans le cours de Z.Mebkhout : par exemple, le théorème de dualité

locale, joint avec les conditions de support montrées dans le cours de Ph.Maisonobe

et T.Torrelli, permet d’obtenir la perversité des solutions des modules holonomes.

Dans ce texte, L.Narváez-Macarro dégage avec beaucoup de soins la commutativité

de certains diagrammes qui relient la preuve originale de Mebkhout avec l’approche

proposée par Kashiwara-Kawai, et qui, en dernière analyse, est liée à la compatibilité

entre les dualités locale et globale en géométrie analytique.

F.Castro et M.Granger donnent une présentation très complète des techniques de

division sur l’anneau des opérateurs différentiels. Outre les conséquences évidentes au

niveau des calculs effectifs et les aspects calculatoires de grande actualité, les tech-

niques de division s’appliquent aussi dans des questions de nature théorique, comme

par exemple celles qui sont traitées dans le cours de L.Narváez-Macarro et A.Rojas-

León ou dans certains points du cours de Ph.Maisonobe et T.Torrelli.

Dans ce texte, les auteurs montrent aussi comment appliquer la division à l’étude

de l’irrégularité, notamment au calcul des pentes d’un D-Module holonome.

L.Narváez Macarro et A.Rojas León exposent une preuve détaillée de la conti-

nuité de la division des opérateurs différentiels. Ce résultat fournit une démonstration

conceptuelle et simple de la (fidèle) platitude de l’anneau des opérateurs différen-

tiels d’ordre infini sur l’anneau des opérateurs différentiels. Il s’agit là d’un résultat

classique, essentiel dans l’étude de la correspondance de Riemann-Hilbert pour les mo-

dules holonomes d’ordre infini (voir le cours de Z.Mebkhout), mais dont les preuves

précédentes sont relativement inaccessibles aux utilisateurs de la théorie.

J.Briançon traite ensuite des connexions méromorphes. Il établit l’existence du

prolongement canonique d’un fibré vectoriel muni d’une connexion intégrable sur le

complémentaire d’un diviseur à croisements normaux.

Z.Mebkhout commence par définir le complexe d’irrégularité d’un D-Module le

long d’un fermé analytique et montre que, pour un Module holonome, ce complexe

est pervers lorsque le fermé analytique est une hypersurface. À l’aide de ce résultat, il

donne une preuve du théorème global de comparaison de A.Grothendieck. Il définit

ensuite la catégorie des D-Modules holonomes réguliers. Il démontre alors un critère

de régularité qui lui permet d’établir les principales propriétés de cette catégorie :

stabilité par image inverse, produit tensoriel interne et externe, dualité. En utilisant

des résultats sur le prolongement des faisceaux analytiques cohérents, Z.Mebkhout
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termine par une preuve des correspondances entre Modules holonomes réguliers, fais-

ceaux constructibles et Modules holonomes sur l’anneau des opérateurs d’ordre infini.

Ph.Maisonobe et Z.Mebkhout peuvent ensuite donner une démonstration du théo-

rème de comparaison pour les cycles évanescents. Si F est le faisceau des solutions

d’un Module holonome régulier et f une fonction holomorphe, il s’agit de construire

explicitement le D-Module holonome régulier correspondant au faisceau des cycles

évanescents de F relativement à l’application f . Ils étudient pour cela les solutions

multiformes d’un D-Module holonome régulier et définissent la V -filtration dont ils

détaillent les propriétés. Ils étudient avec soins le comportement de la V -filtration par

la dualité. Avec T.Torrelli, ils traitent enfin l’exemple d’une fonction monomiale.

B.Malgrange établit que toute connexion méromorphe le long d’une hypersurface

d’une variété analytique complexe admet un réseau canonique. Puis il montre que tout

D-Module holonome sur une variété analytique admet une bonne filtration globale

canonique.

Y.Laurent rappelle comment, en une variable, on associe à un opérateur différentiel

analytique un polygone de Newton sur lequel on peut lire l’irrégularité de l’opérateur

ainsi que ses indices dans divers espaces fonctionnels. Il présente ensuite la générali-

sation de ces résultats en dimension quelconque, montrant en particulier que le cycle

caractéristique de l’irrégularité d’un D-Module holonome se calcule algébriquement.

Ph.Maisonobe et L.Narváez-Macarro
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