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Método bayesiano bootstrap y una aplicacion
en la estimacion del percentil 85 en ingenieria

de transito

JUuAN CARLOS CORREA M.”

Resumen

El percentil 85 juega un papel fundamental en ingenieria de transito.
En este articulo presentamos diferentes procedimientos estadisticos, tan-
to paramétricos como no paramétricos, para su estimacién. Mediante un
ejemplo, ilustramos la diferencia entre ellos.
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Abstract

The 85th quantile plays an important role in transportation engi-
neering. In this paper we present different statistical procedures for its
estimation, considering both, parametric and nonparametric procedures.
With an example, we illustrate the difference between them.
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1. Introduccion

La teoria clésica considera la informacién previa disponible bédsicamente
para determinar los tamanos muestrales y los disenos de experimentos y, a
veces, como forma de critica de los resultados obtenidos. Una caracteristica
distintiva de la estadistica bayesiana es la forma explicita como tiene en cuenta
la informacién previa; sin embargo, uno de sus problemas se encuentra en la
necesidad de asumir la forma paramétrica de la distribucién que genera los
datos. En este articulo vemos cémo, mediante la técnica bootstrap es posible
evitar este supuesto.

Supongamos que estamos interesados en un pardmetro particular de la po-
blacién, digamos 6 y que la informacién a priori sobre @ estd resumida en £ (0).
Sixq,x2,- -+ ,x, representan la muestra obtenida de la poblacién con densidad
J desconocida, podemos aproximarla utilizando un estimador de densidades,
digamos f (z | §), y hallar un estimador de la distribucién a posteriori como:

5(9 | L1, X2y 7xn) OCE(Q | L1, X2, 7xn) 5(9)7

donde L (6 | #y,--- ,x,) representa la funcién de verosimilitud estimada boots-
trap, proporcional a f.

Boos & Monahan (1986) proponen la siguiente técnica bootstrap para de-
terminar L:
1. Calcular la funcién de distribucién empirica Fn de las z;’s.

2. Generar B muestras aleatorias de tamaifio n de F), y calcular é; para la
muestra j.

3. De las B estimadores simulados é{, é;, cee A*B, calcular el estimador de
densidades kernel,

N 1 E ")
Inp(u) = T@gK (It(h;)) :

como una estimacion de la densidad de O—0.Sisehaceu=z—0enla
ecuacién anterior, fxp(x — ) es una estimacién de la densidad muestral
de 8 dado 6. Evaludndola en z = 5, resulta como funcién de 6 para ser
usada como verosimilitud:

B ~ ~
~ ~ 1 20 — 0 — 6%

i=1
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4. La distribucién posterior resultante & (5 | ) es entonces proporcional a
£6)
LyB (9 | 9), y la constante de normalizaciéon se puede hallar mediante
integracién numérica.

El percentil 85 es un pardmetro importante en ingenieria de transito. En el
presente articulo revisamos diferentes métodos de estimacién, puntual y por
intervalo de confianza, para dicho pardmetro. Los métodos presentados se apli-
can también al percentil 15, otro parametro importante para los ingenieros de
trénsito, el cual puede considerarse como el dual del percentil 85. Al final pre-
sentamos un ejemplo con datos reales donde se aplican los diferentes métodos.

2. El procedimiento bootstrap

La técnica conocida como bootstrap fue propuesta por Efron (1979, 1982)
para hallar intervalos de confianza en situaciones donde es imposible hallar
analiticamente la distribucién muestral del estimador. Es una técnica de re-
muestreo, de uso intensivo del computador, y funciona de la siguiente forma:

1. Sea X1, X5, -, X, la muestra a nuestra disposicién, y F' la funcién de
distribucién empirica.

2. Se utiliza un generador de nitimeros aleatorios para obtener n nuevos
puntos X, X3, .-+, X independientemente y con reemplazo de F. Estos
nuevos valores son llamados una muestra bootstrap.

3. Se calcula el estadistico de interés para la muestra bootstrap.

4. Se repiten los pasos 1) y 2) un nimero muy grande de veces, digamos N,
cada vez con una muestra independiente. Digamos que la secuencia de es-

. ;o . ) L 2% %3 N
timadores bootstrap para el estadistico de interés es * ,0* ,6* ,---  0*

5. Con estas muestras bootstrap se puede realizar todo el trabajo inferencial
deseado.

Refinamientos del procedimiento anterior se encuentran en DiCiccio & Tibshi-
rani (1987).
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3. Estimacion clasica del percentil 85

3.1. Meétodos paramétricos

Los métodos paramétricos requieren la especificacién de la distribucién de la
cual provienen los datos, por ejemplo, si la distribucién de los datos es normal,
Weibull, etc. Una vez estimados los parametros que caracterizan la distribucién,
por alguno de los métodos tradicionales, —el de maxima verosimilitud es uno
de ellos— se procede a estimar el percentil poblacional, digamos (g5, calculado

Ccomo:
(Css

f(x | 0)dz = 0,85,
donde f(z | 6) es la densidad de la poblacién de la cual provienen los datos
con funcién de distribucién F(z | 6). Si 6 es un estimador para 6, basado en
la muestra X7, Xs, -+, X, entonces el estimador de (g5 serd (g5 y se puede
calcular de la ecuacién:
N Css .
F(Css) = f(z | 0)dz = 0,85.

—o0
En el caso de la distribuciéon Weibull tendremos:

C8 5

F(Gys)=1— exp(<3>a> = 0,85,

donde B\ > 0y @ > 0 son los pardmetros estimados de la distribucién. De la
anterior expresién obtenemos:

Q=

(ss = 0 (—In(0,15))7 .

Un estimador sencillo que corresponde a un elemento en la muestra es:

Gs5 = X([0,85n)+1)>

donde X (1) < X9y < -+ < X(y) son los llamados estadisticos de orden de la
muestra, esto es, la muestra ordenada en forma creciente, y [0,85n] es el menor
entero mas cercano a 0,85n.

La densidad de 685, asumiendo el estimador sencillo, esta dada por:

gio.ssmi+1(8) = [0,85n]! (n —n[!0,85n] —1)! (PO} 1P} ).
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Para la distribucién Weibull tratada anteriormente, la funcién densidad de
probabilidad sera:

[0,85n]

Jossm+1(t) = mﬁ5mmnn$§5mn!{l_*mp(_(;)a)}
o n—1[0,85n]—1 ate—1 e
Ao} () ee-(3))

Los estimadores de maxima verosimilitud para « y 3 son la solucién del si-
guiente sistema de ecuaciones simultdneas (Johnson & Kotz 1970, Pdg. 255):

R 1 n 3
6 = <n sza> ’

i=1

n

(4)" S0 o (o) — S0y )

Q)

Cuando n — oo podemos utilizar el siguiente resultado asintdtico: si F'
posee una densidad f en una vecindad de ¢, donde f es positiva y constante,
entonces:

p(1—p)

Zp es AN(Cp, m)

Por lo tanto, un intervalo de confianza asintético de nivel 100(1 — a) % para
Co,85, estd dado por:

(E ; 10,85 x 0,15 1 Z + 10,85 x 0,15 1 )
0,85 — <5 = , 60,85 o — .
’ n J(Co85) : n f(Co.85)

En la préactica f es desconocida; por lo tanto, se puede utilizar un estimador
kernel de densidades, de la forma:

f@)—éK(”,ﬁ).

3.2. Meétodos no paramétricos

El cuantil muestral de orden p (0 < p < 1) es:

~

Cp = X([npl+1)
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donde [np] denota el mayor entero menor o igual que np.

El intervalo de confianza no paramétrico para (,, estd dado por (X (i), X (j))7
con nivel de confianza Q(i,j | p,n),con 1 <i<j<ny0<p<]l,

Qi 1pm =35 (D)o prt

k=i

3.3. Bootstrap

La técnica bootstrap, ya descrita antes, funciona de la siguiente manera:

1. Sea X1, X5, -+, X, la muestra a nuestra disposicién. Sea F' la funcién de
distribucién empirica.

2. Utilice un generador de ntimeros aleatorios para obtener n nuevos puntos
Xi, X5, -+, X} independientemente y con reemplazo de F'. Estos nuevos
valores son llamados una muestra bootstrap.

3. Calcule el percentil 85 para la muestra bootstrap.

4. Repita los pasos 1) y 2) un ntimero muy grande, digamos N, cada vez
con una muestra independiente. Digamos que la secuencia de estimadores

. 1 N2 3 ~ N
bootstrap para el percentil 85 es (§ g5, (g 855 (085" " 5 C0 85+

5. Denotemos por [a*, b*] el intervalo central con 95 % de los valores 23’85, o
sea,

# {65755 < a*}
N

# {25785 < b*}

= 0,025, y ~

= 0,975.

Refinamientos del intervalo anterior se encuentran en DiCiccio & Tibshirani
(1987).

Los métodos bayesianos consideran los pardmetros como variables aleato-
rias, no fijos como en la escuela clasica; por lo tanto, el concepto de distribucién
de los parametros es fundamental. También se considera posible el uso de in-
formacién a priori, no obtenida por la observacién de una muestra de la distri-
bucién de los datos. Esta parte ha sido controversial, y el cardcter multivariado
de los parametros dificulta en grado sumo la aplicaciéon de estas técnicas.

En general, la técnica se resume asi: Sea £(0), la distribucién a priori, y
f(z1, 29, - 2, | 0), la distribucién de la muestra aleatoria observable. La
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union de la informaciones a priori y muestral genera una distribucién conocida
como la distribucién a posteriori, denotada por &£ (6 | x1,xa, - ,x,), calculada
esta tltima como:

5(9 | T1,T2," " ,xn) O<£(9) Xf(‘rlva)”‘ y Ln, | 0)7

donde  es el simbolo de proporcionalidad.

4. Ejemplo

Con el propésito de ilustrar los métodos presentados anteriormente utiliza-
remos una informacién sobre velocidades recogida por estudiantes del posgrado
de vias de la Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin, en la carretera
El Volador. Se tomé un tramo de 25,75 mts y con el uso de un cronémetro y
un enoscopio se calcula la velocidad de un carro. Las velocidades registradas
para automdviles fueron, en km/h,

60,2 433 51,2 46,6 32,5 41,8 459 60,6 32,3 31,7
394 41,2 602 49,0 405 58,3 42,7 614 260 53,3
58,7 464 39,1 63,9 51,5 53,3 41,6 549 552 60,2
473 398 46,8 644 57,9 391 448 653 69,7 504
54,2 394 46,6 558 53,6 61,8 44,3 485 53,9 614
38,1 47,8

La media de los datos es 49,49615 y la desviacion estandar es 9,87119.

Si asumimos la distribucién de Weibull como la que origina los datos, te-
nemos como pardmetros estimados por el método de mdxima verosimilitud
a = 5,791988 y 5 = 53,48502. Con esta distribucién obtenemos un percentil 85
estimado igual a 59,73958.

El estimador sencillo del percentil 85 es 60,6. El intervalo de confianza
obtenido utilizando la f.d.p. gjo,s5n)+1(t), utilizando @ y 3, es (55,85;62,80). Se
calcula resolviendo la ecuacién:

B
/A g(0,85n]+1(t)dt = 0,95,

donde el intervalo de confianza es (A, B). El intervalo de confianza asintético
del 95% para el percentil 85, asumiendo que la distribucién que genera los
datos es Weibull es (56,7297; 64,4703).



106 Juan Carlos Correa M

El intervalo de confianza del 95% bootstrap es (57,9;63,9). El intervalo
de confianza no paramétrico presentado en la seccién 3 es (58,3;64,4) que
corresponde a las observaciones ordenadas 40 y 50. El nivel de significancia
es 0,948567, que es el més cercano al nivel deseado 0,95.

Tabla 1: Resumen de los intervalos clédsicos.

Método Limite Inferior Limite Superior
Exacto 55.85 62.80
Asintético 56.7297 64.4703

No paramétrico 58.3 64.4

Bootstrap 57.9 63.9

4.1. Meétodo bayesiano bootstrap

Si asumimos que podemos resumir nuestro conocimiento a priori sobre el
percentil 85, con una distribucién normal con media o y desviaciéon tipica oy,
entonces los intervalos de probabilidad, para diferentes valores, estan dados a
continuacion:

Tabla 2: Intervalos de probabilidad para diferentes a priori.

A priori Media Moda Limite inferior Limite superior
N(70,20%) 60,37954 60,60606 56,36364 63,63636
N(70,10%) 60,69627 60,60606 56,96970 64,24242
N(70,5%) 61,53235 61,21212 58,18182 64,84848
N(60,10%) 60,30264 60,60606 56,36364 63,63636
N(60,32%)  60,29840 60,60606 56,96970 63,03030
N(60,12%)  60,14754 60,00000 58,18182 61,81818

Hemos seleccionado distribuciones a priori que reflejan desde muy poco
conocimiento, llamadas poco informativas, pero en términos de una distribucién
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normal, que se muestran en términos de una gran varianza, hasta distribuciones
a priori con varianzas muy pequenas, lo que indica buena informacién previa.
Sin embargo, el intervalo de probabilidad a posteriori es relativamente estable,
lo cual indica un gran dominio de la informacién muestral.

5. Conclusiones y recomendaciones

El ingeniero de transito puede selecccionar el método de estimacion de los
percentiles segin las condiciones que se presenten en su caso particular. Si
no tiene una idea clara y justificable de la distribucién tedrica, es preferible
seleccionar uno de los métodos no paramétricos.

El método bayesiano permite la incorporacién explicita de informacién pre-
via disponible, lo cual es muy atractivo para el ingeniero de transito, ya que
usualmente esta informacién es abundante. Cémo resumir esta informacion en
forma de distribucién de probabilidad, es un problema que no tiene una solu-
cién unica y clara. Ademads, el método bayesiano permite realizar inferencias
aun sin haber obtenido una muestra, lo cual no es suficientemente resaltado.
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