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Resumen

Se propone una prueba para la hipotesis de similitud de dos secuencias
dicotémicas ordenadas. Un estudio de potencia basado en simulacién indica
que la prueba propuesta mantiene su tamaifio bajo la hipétesis nula y que su
potencia crece adecuadamente con el tamafio de muestra. Ademaés la prueba
tiene la misma potencia que la prueba del signo y supera en potencia a las
pruebas basadas en las estadisticas de antirrachas y de Wilcoxon.
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Abstract

We propose a test for the hypothesis of similarity between dichotomic
ordered sequences. A simulation study was carried out to estimate the power
of the proposed test. It is shown that the test maintain its size under the
null hypothesis and that its power increase with the considered alternative
hypothesis. In addition the proposed test is as powerful as the sign test and
overtakes the antiruns test and the Wilcoxon test.

Key words: Similarity, Dichotomous data, Power of a test.

1. Introduccién

En muchas dreas de la ciencia se llevan a cabo experimentos en los que se mide
una variable respuesta de tipo dicotomico bajo dos tratamientos, en los que dicha
respuesta tiene un orden especifico asociado a bloques o covariables. Por ejemplo
en farmacia cuando se realiza un bioensayo con el propédsito de establecer diferen-
cias entre machos y hembras respecto a su respuesta a un farmaco (vive/muere,
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mejora/no mejora) y se considera como covariable la dosis del farmaco o la edad
de los individuos. En psicologia cuando se aplican dos test a los mismos individuos
que aprueban o no aprueban el test y estos son de diferente edad o tienen diferente
nivel de educacion. En la industria cuando dos catadores califican como buenas o
malas las muestras de algtin producto y estas tienen diferente nivel de calidad. Es
importante resaltar que en las tres situaciones descritas, aunque hay un orden en
las respuestas, las observaciones pueden considerarse independientes puesto que
estas mismas son evaluadas en individuos distintos. En este trabajo se presenta
una estadistica que permite realizar pruebas de hipotesis con informacion obtenida
en experimentos anédlogos a los arriba mencionados, es decir en aquellos en los que
la variable respuesta es binaria y tiene un orden implicito dado por una covariable,
hay dos tratamientos y se asume independencia entre las observaciones.

El articulo se organiza como sigue: en la seccion 2 se plantea el tipo de hipotesis
de interés, se define la estadistica de prueba y su distribucién bajo la hipotesis
nula. En la seccion [B] se presentan teoremas respecto a los dos primeros momentos
y se calcula la distancia entre la distribuciéon de la estadistica de prueba y la
normal estandar para varios tamafios de sucesion. En la seccion @ se muestran los
resultados de un estudio de potencia para la prueba propuesta y se compara esta
con la potencia de otras pruebas titiles para la misma hipotesis . En la seccion Bl se
presentan aplicaciones de la metodologia propuesta a dos conjuntos de datos reales
correspondientes a mediciones de oxigeno disuelto en dos niveles de la columna
de agua en la Ciénaga Grande de Santa Marta (CGSM)(IGAC 1973). Algunas
conclusiones y propuestas de trabajo futuro se dan en la seccion Bl El articulo
finaliza con un apéndice en el que se presentan tablas de valores criticos y el
codigo R (R Development Core Team 2005) usado.

2. Hipo6tesis y estadistica de prueba

Sean m11, ..., Mn ¥ M21, - - -, N2n, dos sucesiones dicotémicas observadas bajo los
tratamientos 1, 2 y que estan ordenadas segiin una covariable que tiene niveles
1,...,n. Si se define

0 simk="nm
Tk = . k=1,....n (1)
1 simk 7# 1ok
entonces 71, ..., T, conforma una nueva sucesiéon dicotémica que en caso de con-

tener muchos ceros indicard que las dos secuencias son similes (concordantes) o
por el contrario que las respuestas bajo los dos tratamientos son disimiles (discor-
dantes) cuando esté compuesta por muchos unos. En términos de probabilidad se
dira que hay similitud entre las dos secuencias siempre que en la sucesiéon 7, ..., 7,
la probabilidad del valor cero sea mayor o igual que la del valor uno. De otro lado,
se estara bajo la hipotesis alterna (no similitud entre las dos secuencias) cada vez
que la probabilidad del valor uno en la sucesién sea mayor que la del valor cero. De
acuerdo con lo anterior, las hipotesis de interés pueden plantearsen de la siguiente
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forma:
Hy: P(m; =0) > P(

H, : P(m; =0) < P( @)

T =1
T =1)
A continuacién se define la estadistica de prueba propuesta para la hipotesis
dada en (2). Esta se basa en el conteo del nimero de discordancias entre las
sucesiones a comparar y en la posicién de estas dentro de la sucesion de los 7.
Adicionalmente incluye dos términos que facilitan su interpretacion. La expresion

de la estadistica
GC(n) =7e + K +n(n—2) — h(n,7,) (3)

donde n es el tamano de la sucesion y los otros términos se definieron como

Te = ZTk, (4)
k=1

KzZ(Sk, con 5;€:{k st 7 = 1 (5)

Te—N SiTp, =0

k=1
y
—2n Si Te =0
h(n,7e) =< 0 siTe =1 (6)
A —bmn SiTe=2,....n, m=Te — 2
En (@) ap = 0, bjp = —1 y para m > 1 se utilizan las expresiones recursivas

m = A1+ (M2 +m) y by, = b1 + (m — 1).

La variable 7, definida en la ecuacién () cuenta el namero total de discor-
dancias entre las dos sucesiones que estan siendo comparadas, es decir, cuenta el
niumero de unos de la sucesiéon 7, . .., 7,. Esta variable tiene la misma expresion de
la estadistica usada en la prueba del signo (Conover 1999). En la ecuacion @) K
indica la posicién de los unos dentro de la secuencia 74, ..., 7, y su posicién dentro
de la misma. K es menor cuando las discordancias estan al inicio de la secuencia
que cuando se presentan hacia el final de la misma. Su valor minimo se da cuando
las dos secuencias originales son totalmente similes y su valor maximo se obtiene
cuando 7, = 1, para todo k, k = 1,...,n, es decir cuando las dos secuencias son
totalmente disimiles. Para facilitar la interpretacion del indicador dado en (3] se
incluyen los términos n(n — 2) y h(n,7,). Con estos se logra, que independiente-
mente del tamano de la sucesion, la variable GC(n) tome su minimo en cero y
aumente consecutivamente en la escala de los enteros positivos. En resumen, la es-
tadistica de prueba planteada detecta las diferencias entre dos secuencias binarias
ordenadas y permite describir en qué posicién del orden considerado es que estas
mismas se presentan.
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TABLA 1: Valores de GC(4) en las posibles sucesiones dicotomicas de tamano 4.

TI T2 T3 T4 Te 01 02 03 04 K GC®4)
0 0 0 0 0o -4 -4 -4 -4 -16 0
1 0 0 0 1 1 -3 -3 =3 -8 1
0 1 0 0 1 -3 2 -3 =3 -7 2
0 0 1 0 1 -3 =3 3 =3 —6 3
0 0 0 1 1 -3 -3 =3 4 -5 4
1 1 0 0 2 1 2 =2 =2 -1 5
1 0 1 0 2 1 -2 3 =2 0 6
0 1 1 0 2 =2 2 3 -2 1 7
1 0 0 1 2 1 -2 =2 4 1 7
0 1 0 1 2 =2 2 =2 4 2 8
0 0 1 1 2 =2 =2 3 4 3 9
1 1 1 0 3 1 2 -1 5 10
1 1 0 1 3 1 2 -1 4 6 11
1 0 1 1 3 1 -1 3 4 7 12
0 1 1 1 3 -1 2 3 4 8 13
1 1 1 1 4 1 2 3 4 10 14

A manera de ilustracion del efecto de las expresiones ), () y (6]) en el valor del
indicador propuesto en la ecuaciéon (3], se presenta el calculo de GC(4) con todos
los posibles arreglos de ceros y unos de una secuencia binaria de tamano cuatro
(tabla[]). Se observa que GC(4) es una variable discreta, monoétona creciente, con
valores entre 0 y 14. Para este caso los valores del indicador definen puntualmente
lo ocurrido respecto al nimero de unos y a la posicién de los mismos dentro de
las sucesiones, excepto cuando GC(4) es igual a 7. Valores de GC(4) entre 1y
4 indican que hubo un solo uno en la sucesién y cada nimero revela la posicion
que este ocupa en la misma (1 si el uno estd en la primera posicion, 2 si esta
en la segunda, etc.). Valores entre 5 y 9 corresponden a sucesiones en las que
hubo dos unos, con GC(4) igual a 5 cuando los dos unos estan en las primeras
dos posiciones de la sucesiéon ordenada y a 9 cuando estan en las dos ultimas.
Los valores 6, 7 y 8 reflejan la transiciéon de los dos unos de las dos primeras a
las dos tltimas posiciones. Valores entre 10 y 13 indican que hubo tres unos y
cada uno de estos valores corresponde a una tnica sucesiéon (no hay empates y
por consiguiente definen explicitamente lo sucedido en la sucesion respecto a la
posicion de los unos). El valor de GC(4) sera 10 cuando los unos estén en las tres
primeras posiciones e igual a 13 cuando estén en las tres ultimas. Los valores 0 y
14 se obtendréan cuando en la sucesion no haya unos (las dos sucesiones originales
son totalmente similes) o todos los valores sean iguales a uno (las dos sucesiones
originales son totalmente disimiles), respectivamente.

Los valores grandes de GC(n) conducen a rechazar la hipdtesis de similitud
porque estos se presentan cuando la sucesion dicotémica 7y, . .., 7, estd compuesta
por muchos unos, lo que indica, de acuerdo con el criterio de dicotomizacién dado
en (), que hay poca semejanza entre las dos sucesiones binarias originales. De
lo anterior, la prueba basada en GC(n) rechaza Hy a favor de H; a un nivel de
significancia o dado cuando GC(n) > g1_q, donde g;_, es tal que Py, (GC(n) >
9g1—o) = . En la seccién [6l se presentan los valores criticos para varios niveles
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de significancia con tamanos de muestra entre 3 y 15. Usando el programa R (R
Development Core Team 2005) dado en la seccion [l se puede hacer estimacion de
dichos valores criticos para cualquier tamano de sucesiéon n. Los valores criticos
también pueden obtenerse mediante una aproximacién a la distribucién normal,
como se describe en la siguiente seccién.

3. Propiedades de la distribucion de GC'(n)

En esta seccidn se enuncian dos teoremas referentes a los momentos de primer
y segundo orden de la estadistica de prueba y se estudia la aproximacién de su
distribucién a una normal. La demostracién de los teoremas puede consultarse en
Giraldo (2003), disponible en http://www.docentes.unal.edu.co/rgiraldoh/docs/.

En el caso de hipétesis compuestas, del tipo

Hy:0€ 0
H,:0 €0,

con 1 = O — O y O el espacio de parametros, el nivel de significancia se define
por a = gn%xP (rechazar Hy) (Dudewicz & Mishra 1988). La hipotesis nula de
€06g

interés dada en (2) es compuesta y la distribucion de la estadistica de prueba
GC(n) bajo Hy depende de la probabilidad que se asuma para P(7, = 0) en la
sucesion 71, ..., 7,. Bajo Hy se tiene que 1/2 < P(1, = 0) < 1y el « deseado se
obtiene cuando P(7, = 0) = 1/2 (Giraldo 2003). Por lo anterior, para el calculo del
valor esperado y la varianza de GC(n) se supone que P(t =0) = P(r =1) =1/2.

Teorema 1. Sea 71,...,7, una sucesion dicotdmica de tamanio n con P(1; =
1) = 0.5 y GC(n) definido como en (3); entonces:

n3 4 5n
E(GC(n)) = (7)
12
Teorema 2. Sea 7,...,T, una sucesion dicotémica de tamano n con

P(ry, =1)=0:5 y GC(n) definido como en (3); entonces:

n(n —1)(n — 2)(n — 3)(4n? + 45n — 4)

V(GC(n)) = 56
n(n —1)(90 — 303n + 444n? — 27n3)
+ 144 (8)
(2n® — 34n* + 54n® — 2602+ 10n)  [(n®+5n\’
* 12 B 12

En este trabajo no se realiza un estudio tedrico de la distribuciéon asintética de
la estadistica GC'(n). Sin embargo a manera de exploracion se estudia la conver-
gencia a la normal calculando, para diferentes tamanos de sucesién n, la diferencia
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maxima entre la frecuencia acumulada exacta y esta misma bajo la normal estan-
dar. Para cada n se evalta:

d, = max
xT

Fo(z) — ® (mﬂ 9)

On

donde z corresponde a un valor de GC(n), F,(x) es la distribucion exacta de
GC(n), pn y 02 corresponden al valor esperado y a la varianza dados en (@) y (&),
respectivamente, y ®(-) es la funcion de distribucion de la normal estdndar. Los
calculos de (@) en el total de la distribucion y en las colas de la misma, con n entre
3y 100, se dan en la tabla2

TABLA 2: Diferencias maximas entre la distribucion de GC(n) y la normal estandar en
el total de la distribucién y en las colas (al 5%) de la misma, para tamaifios
de sucesién n entre 3 y 100.

n dn total Fn(z) < 0.05 Fn(z) > 0.95
3 0.120

4 0.081

5 0.078 0.004 0.036
6 0.071 0.012 0.027
7 0.059 0.013 0.021
8 0.063 0.012 0.016
9 0.054 0.011 0.013
10 0.058 0.009 0.011
11 0.052 0.009 0.010
12 0.055 0.009 0.010
13 0.051 0.009 0.009
14 0.053 0.009 0.010
15 0.049 0.009 0.007
20 0.047 0.008 0.009
50 0.037 0.009 0.009
100 0.034 0.007 0.007

En la tabla 2lse puede observar que las diferencias en la distribuciéon completa
tienen un alto decrecimiento hasta n = 7 y que a partir de ahi las diferencias
toman valores parecidos que varian entre 6.3 % y 4.9 %. En las colas se presentan
comportamientos distintos. En la cola superior las diferencias toman su maximo
para un tamafio de sucesion 5 (3.6 %) y de ahi en adelante disminuyen hasta
alcanzar, para tamafios de sucesién mayores de 10, diferencias cercanas al 1%.
En la cola inferior cuando el tamafio de sucesion es pequenio (n = 3) se obtiene el
valor minimo (0.4 %), posteriormente las diferencias maximas se incrementan hasta
1.3%, con n = 7, y cuando n aumenta se estabilizan en valores cercanos a 0.7 %.
Los resultados muestran que en el total de la distribucién el ajuste a la normal no
es muy bueno, pero que en las colas las diferencias maximas definidas en (3] son
relativamente pequeias (menores del 1% para tamanos de sucesion mayores de
13). En la figura[ll se presenta una comparacion entre las funciones de distribucion
de la variable GC(n) y la de la normal para varios tamafos de sucesion. Se observa
que la distribucién de GC(n) es multimodal y que por ello esta se distancia de
la normal y ademas que hacia las colas las diferencias son mucho menores. Para
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propositos de inferencia (prueba de hipotesis) solo se requiere que haya buen ajuste
en las colas de la distribucién, por ello el uso de una normal en este caso puede
ser razonable. De acuerdo con lo anterior, el test dado en (@) podria realizarse de
manera aproximada basado en la estadistica:

_ GC(n) — B(GC(n))
¢ V(GC(n))

donde el valor esperado y la varianza se obtienen de (@) y (8), respectivamente.
La hipotesis nula se rechazaria al nivel a si Z. > z(1_q), CON 2(1_q) €l percentil
(1 — ) de la distribucion normal estandar.

*  Empirica «  Empirica
——  Ajuste normal ——  Ajuste normal

Funcion de distribucion
Funcién de distribucién

T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 o 200 400 600 800 1000 1200 1400

GC(10) GC(20)

*  Empitica «  Empirica
——  Ajuste normal ——  Ajuste normal

Funcion de distribucion
Funcién de distribucién

T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 o 50000 100000 150000

GC(50) GC(100)

F1cura 1: Comparacion entre la funcion de distribuciéon de GC(n) y la funcion de dis-
tribucién normal con pardmetros E(GC(n)) y V(GC(n)). n = 10 (arriba
izquierda); n = 20 (arriba derecha); n = 50 (abajo izquierda); n = 100 (aba-
jo derecha). La funcion de distribucion F,(x) de la variable GC(n) se estima
por simulacién en el caso de n = 50, 100.
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4. Potencia

El estudio de potencia tuvo dos enfoques: en el primero se considerd solo el
indicador GC(n) y se calcul6 la potencia de este para diferentes tamafos de la
sucesion (n = 5, 10, 15, 20 y 30). Se us6 en cada caso un « del 5%. Para los
valores de n < 15 se tomaron los valores criticos exactos, por exceso (ver seccion
[6). Con tamafios de sucesion 20 y 30 se estimaron los valores criticos a través de
simulaciones de tamafno 10000 (con P(7x = 0) = 0.5). Para estimar la potencia de
la prueba se hicieron nuevamente simulaciones de tamano 10000 bajo la hipoétesis
alterna, generando sucesiones dicotémicas de tamano 5, 10, 15, 20 y 30, en las que
las probabilidades fueron mayores de 0.5 (P(r; = 0) = 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 0.99).
En cada caso la potencia de la prueba se estim6 calculando el nimero de veces
que la estadistica GC'(n) super6 el correspondiente valor critico antes calculado y
dividiendo este sobre el nimero de simulaciones.

En el segundo enfoque se compar6 la potencia de la estadistica GC(n) en la
prueba de similitud con las obtenidas al usar adaptaciones, para este mismo fin,
de las estadisticas —C (Corzo 1990), del signo y de Wilcoxon (Conover 1999). Se
emplearon tamanos de sucesion 5, 10 y 15 y en todos los casos se us6 « del 5 %.
Los valores criticos para GC(n) y para la estadistica —C' se presentan en la sec-
cion 6l Los de las estadisticas del signo y Wilcoxon se tomaron de Conover (1999)
y Hollander & Wolfe (1999), respectivamente. Debido a que las estadisticas son
discretas y no se consiguen valores criticos exactos para el nivel de significancia
usado, se emplearon pruebas aleatorizadas (Dudewicz & Mishra 1988). Las cor-
respondientes funciones criticas para los tres tamanos de sucesion considerados
aparecen en Giraldo (2003). Para estimar las correspondientes potencias se simu-
laron 10000 sucesiones dicotémicas de tamano 5, 10 y 15, respectivamente, para
valores de P(1, = 1) = 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 0.99. Con cada sucesién se calcularon
los valores de las cuatro estadisticas GC(n), —C, del signo (S) y Wilcoxon (W)
y se evaluaron las correspondientes funciones criticas. La potencia en cada caso
resulto del cociente entre la suma de los valores obtenidos en las funciones criticas
sobre 10000 (tamano de la simulacion).

4.1. Potencia de GC(n)

Una propiedad deseable de una prueba es que sea insesgada (Dudewicz &
Mishra 1988), es decir que, para un tamafio de muestra fijo, la potencia de la
prueba aumente en la medida en que haya alejamiento de la hipétesis nula y que
bajo Hy la probabilidad de rechazo sea pequena. En la figura [2] se muestran las
curvas de potencias estimadas para los 5 tamanos de sucesién considerados. Se
observa que, para cada valor de n, la potencia tiene una tendencia creciente en
la medida en que se incrementa (es decir cuando hay alejamiento de la hipotesis
nula) y que en ningln caso la potencia estimada bajo Hy excede el valor 0.05,
lo cual permite concluir, desde el punto de vista de la simulacién, que la prueba
basada en GC(n) es insesgada.

Por otra parte, en la figura [3] se muestra el comportamiento de la potencia
como funciéon del tamafio de la sucesiéon. Se puede comprobar alli, graficamente,
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Potencia

1

i
09 . »
0,8 -
0,7 4 ——n=5
06 —=a—n=10
0,5 - —a—n=15
04 1 —e—n=20
0.3 1 —n=30
0,2
0 . T T T T
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Probabilidad del valor uno en la sucesién dicotomica

F1GurA 2: Potencia en la prueba de similitud de dos sucesiones dicotémicas con base en
GC(n) para varias alternativas (n corresponde al tamaiio de la sucesion).

que la potencia es una funcién creciente en términos del tamafio de la sucesion (a
mayor tamaifio de sucesion, mayor potencia), lo que indica, con base en resultados
de simulacion, que esta es consistente (Hollander & Wolfe 1999).

Potencia

k"3

—

—e—P(1)=0,6

//

—s—P(1)=0,7

—a—P(1)=08

a
/,/

—x%— P(1)=0,9

X
e

5 10

15 20 25 30

Tamario de la sucesion

F1Gura 3: Potencia en la prueba de similitud de sucesiones dicotémicas con la estadis-
tica GC(n), segtn el tamafio de la muestra para varias alternativas. P(1)

corresponde a P(1, = 1).

4.2. Estudio comparativo de potencia

Con base en el procedimiento de simulacién antes mencionado, se obtuvieron los
valores de potencia dados en las tablas[BlaBl Los resultados muestran que para el
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tamano de sucesion mas pequenio (n= 5) las cuatro estadisticas consideradas tienen
igual potencia (tabla[); que para los otros dos tamanos de sucesion estudiados (n
= 10 y 15) las pruebas basadas en la estadistica GC(n) y en la del signo tienen
mayor potencia que las dos restantes; y que la prueba basada en la estadistica de
Wilcoxon resulta ser la menos potente entre las cuatro consideradas.

TaBLA 3: Potencia de las pruebas de similitud de dos sucesiones dicotémicas basada en
GC(n), y las estadisticas —C, del signo (S) y de Wilcoxon (W), para tamaiio
de sucesion 5 y nivel de significancia del 5 %.

P(=1) GCHn) -C S W

0.5 0.05 0.05 0.05 0.05
0.6 0.11 0.11 0.11 0.11
0.7 0.21 0.21 0.21 0.21
0.8 0.38 0.38 0.38 0.38
0.9 0.63 0.63 0.63 0.63
0.99 0.95 0.95 0.95 0.95

Los valores de potencia estimados se
redondearon a dos cifras significativas.

TABLA 4: Potencia de las pruebas de similitud de dos sucesiones dicotémicas basada en
GC(n), y las estadisticas —C, del signo (S) y de Wilcoxon (W), para tamaiio
de sucesion 10 y nivel de significancia del 5 %.

P(r; =1) GC(n) -C S W

0.5 0.05 0.05 0.05 0.05
0.6 0.16 0.16 0.16 0.14
0.7 0.36 0.33 0.35 0.29
0.8 0.65 0.61 0.65 0.58
0.9 0.91 0.88 0.91 0.85
0.99 0.99 0.99 0.99 0.99

Los valores de potencia estimados se
redondearon a dos cifras significativas.

Al comparar los resultados de en las tablas 2] a M se puede establecer que
las cuatro estadisticas producen pruebas insesgadas (en la subseccion anterior se
establecio esto solamente para la estadistica GCij(n)). Los resultados descritos,
aunque no permiten la deduccién de conclusiones desde un punto de vista formal,
puesto que se basaron en simulacién y se obtuvieron solo para tres tamanos de
sucesion, si hacen posible intuir que la prueba basada en la estadistica GC'ij(n)
puede tener la misma potencia que la realizada con base en la estadistica del signo
(tablas Bl a []). Esto resulta muy relevante teniendo en cuenta que esta tltima es
la més potente para hipotesis de similitud como la planteada en la ecuacion ([2))
(Randles & Wolfe 1979), cuando la informacion original es dicotémica (minima
escala de medida).
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TABLA 5: Potencia de las pruebas de similitud de dos sucesiones dicotémicas basada en
GC(n), y las estadisticas —C, del signo (S) y de Wilcoxon (W), para tamafo

de sucesion 15 y nivel de significancia del 5 %.

P(rn=1 GCn) -C S W
0.5 005 005 005 005
0.6 019 018 0.9 0.17
0.7 0.47 0.42 0.46 0.38
0.8 0.80 0.75 0.79 0.70
0.9 0.98  0.96 0.98 0.94
0.99 0.99  0.99 0.99 0.99

Los valores de potencia estimados se

redondearon a dos cifras significativas.

5. Aplicacién: riesgo de muerte de aerobios en la

CGSM de acuerdo con el nivel de oxigeno

Una funcién para medir la influencia del oxigeno disuelto en el riesgo de muerte
de aerobios en sistemas tropicales costeros se presentan en la figura @ (Mancera

et al. 1996).

Funcién de riesgo del oxigeno en la muerte de aerobios

Riesgo
5
I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Oxigeno disuelto (mg/l)

F1GURA 4: Funcién de riesgo del oxigeno disuelto en el calculo del indicador de riesgo
de mortandad de aerobios (IRMA). La linea punteada corresponde a riesgo

igual a 5.

Magnitudes de oxigeno por debajo de 3 (mg/1) o por encima de 7.5 (mg/1)
corresponden a valores de la funcion de riesgo superiores a 5 (figura @) e implican
un riesgo moderado o alto de muerte de peces y otros organismos. En este trabajo se
usa dicha funcién para convertir en datos binarios los registros de oxigeno disuelto
obtenidos en 114 sitios de la Ciénaga Grande de Santa Marta en un muestreo
llevado a cabo el 8 de marzo de 1997 (Giraldo et al. 2000) y para probar con base
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en estos si el oxigeno del sistema se encontraba en un nivel de riesgo normal el dia
del muestreo. Las observaciones se tomaron en dos niveles de la columna de agua
(superficie y fondo).

Un test de igualdad de medias basado en los datos originales permitié establecer
que el dia de la muestra habia diferencias significativas (P < 0.05) entre los dos
niveles de la columna de agua. En la figura [f] se muestran los correspondientes
intervalos de confianza del 95 % para las medias. De acuerdo con esta figura se
concluye, como era de esperarse, que la media de oxigeno en superficie es mayor
que la media de oxigeno en el fondo de la columna. Este resultado, aunque muy
relevante desde el punto de vista biolégico, no permite establecer en términos
globales si la variable en cuestién estd en un nivel normal o de riesgo para la
vida de los organismos dentro del sistema. La comparacién de las medias de los
dos niveles respecto a los puntos criticos 3.5 mg/l y 7 mg/l, aunque util desde
un punto de vista descriptivo, tampoco permite hacer una prueba formal de esta
hipétesis. Por ello el uso de la prueba propuesta en este trabajo resulta de interés
con la informacién considerada.

10.1 —
Q 91 - I _|
en
E 81F -
o
5
& 7.1 -
<
O 61+ I -
51¢c =

Fondo Superficie
Nivel de la columna de agua

Fi1GuRrA 5: Intervalos de confianza del 95 % para la media de oxigeno en dos niveles de
la columna de agua en la Ciénaga Grande de Santa Marta. Datos medidos en
marzo de 1997 en 114 sitios del sistema.

En todos los casos los valores en superficie fueron mayores que los del fondo.
Valores de oxigeno en fondo menores de 3 mg/1 y de oxigeno superficial mayores de
7.5 mg/l se codificaron con el valor 1. Aunque hubo diferencias entre superficie y
fondo mayores de 4.5 mg/1, en ningun sitio se dio el caso de que simultdneamente
el oxigeno de fondo fuera menor de 3 mg/l y el de superficie mayor de 7.5 mg/1,
es decir las concordancias en 1 no se presentaron. Con esta dicotomizacion las
concordancias en ceros implican ausencia de riesgo (oxigeno de fondo mayor de 3
mg/l y oxigeno de superficie menor de 7.5 mg/1). De acuerdo con esto, las hipotesis
de interés son

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 149-{I66]



Un test de similitud entre dos secuencias dicotdmicas ordenadas 161

En la tabla6lse muestran los tres primeros y los tres ultimos datos de las secuen-
cias binarias obtenidas. Las sucesiones dicotomicas estan ordenadas de acuerdo con
la batimetria (m), teniendo en cuenta que a mayor profundidad menor nivel de
oxigeno.

TABLA 6: Esquema de las sucesiones dicotémicas.

Profundidad  OSB (i) OFB (1) Diferencia (75n)
0.25 0 0 0
0.40 1 0 1
0.50 0 0 0
2.00 0 0
2.10 1 0 1
2.50 1 0 1

Obtenidas con los siguientes criterios:

Oxigeno superficial (1: mayor de 7.5 mg/l; 0: menor de 7.5 mg/1)
Oxigeno en el fondo (1: menor de 3 mg/l; 0: mayor de 3 mg/1)
Las secuencias estan ordenadas segtn la batimetria.

Los datos originales de oxigeno se tomaron en 114 sitios de

la Ciénaga Grande de Santa Marta en marzo de 1997.

OSB: oxigeno en superficie convertido en binario

OFB: oxigeno en fondo convertido en binario

En 70 de los 114 sitios se obtuvo un 1 para la sucesién 7, es decir que en un
61 % de los sitios de la muestra hay un nivel de riesgo por encima de 5. De los
70 sitios con valores uno en la secuencia dicotémica 7, solo dos corresponden a
sitios con oxigeno de fondo menor de 3 mg/l. Los restantes unos de dicha sucesion
se deben a niveles de oxigeno mayores de 7.5 mg/l en superficie. Esto indica de
manera descriptiva que el nivel de oxigeno en el sistema estaba el dia de la toma
de la muestra en condiciones no favorables para la vida de organismos aerobios,
especificamente porque los niveles de oxigeno eran mayores de 7.5 mg/1 (en 37 de
los 114 sitios hubo valores mayores de 7.5 mg/1 tanto en superficie como en fondo).

Usando el programa R del apéndice se obtuvo el valor de la estadistica de prueba
GC(114) y una estimacion del correspondiente valor critico para dos colas con un «
del 10 %. Estos fueron respectivamente 164836 y 152479. El valor de la estadistica
de prueba estandarizado es 2.4027, el cual es mayor que el valor critico estimado
para la prueba de dos colas 1.6843 (ligeramente mayor que el de la normal para
el mismo nivel de significancia). Con el mismo programa se obtuvo un error del
0.00717 en la aproximacion por la normal. Por lo tanto se rechaza con un nivel de
significancia del 10 % la hipétesis de que el nivel de oxigeno del sistema se encontra-
ba en un nivel de riesgo normal. Desde un punto de vista practico puede concluirse
que el 8 de marzo de 1997 los organismos aerobios de la CGSM estaban expuestos
a niveles de oxigeno de riesgo moderado o alto (de acuerdo con la funcién de riesgo
dada en la figura M) especialmente en los sitios de mayor profundidad, puesto que
el valor muestral de la estadistica esta a la derecha de la media de la distribucion
(123509). El conjunto total de datos y el codigo R para el analisis de los datos
puede obtenerse en la pagina http://www.docentes.unal.edu.co/rgiraldoh /docs/.
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6. Conclusiéon

La estadistica propuesta para probar la hipétesis de similitud de dos secuen-
cias binarias ordenadas es insesgada y consistente y tiene segtn los resultados de
simulacién la misma potencia de la prueba basada en la estadistica del signo. Su
ventaja radica en las posibilidades de interpretacién en los casos en los que se
rechaza la hipotesis de interés. Con la estadistica propuesta es posible establecer
si las diferencias tienden a estar al comienzo o al final de la sucesién. El anélisis
de datos realizado muestra la utilidad préctica de la prueba planteada.

[Recibido: abril de 2009 — Aceptado: mayo de 2010]
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Apéndice

Valores criticos de la estadistica GC(n)

Valores criticos GC(n), de una cola superior, para muestras dicotémicas de
tamafios 3 a 15. Se reportan los valores de GC(n) cuyo nivel de significancia
exacto, a*, es méas cercano al tedrico por defecto (linea superior) o por exceso
(linea inferior). El asterisco significa que el estadistico GC(n) no tiene valores con

probabilidad inferior al nivel de significancia dado.

Tamaiio de 0.05 0.025 0.01 0.005
la s ucesién
7 (0.125) 7 (0.125) 7 (0.125) 7 (0.125)

14 (0.0625) 14 (0.0625) 14 (0.0625) 14 (0.0625)
5 25 (0.0313) * * *

24 (0.0625) 25 (0.0313) 14 (0.0625) 14 (0.0625)
6 39 (0.0469) 41 (0.0156) * *

38 (0.0625) 40 (0.0313) 41 (0.0156) 41 (0.0156)
7 58 (0.0469) 61 (0.0234) 63 (0.0078) *

57 (0.0547) 60 (0.0313) 62 (0.0156) 63 (0.0078)
8 82 (0.0430) 87 (0.0234) 91 (0.0078) 92 (0.0039)

81 (0.0508) 86 (0.0273) 90 (0.0117) 91 (0.0078)
9 114 (0.0430) 118 (0.0234) 125 (0.0098) 128 (0.0039)

113 (0.0508) 117 (0.0273) 124 (0.0117) 127 (0.0059)
10 152 (0.0488) 159 (0.0025) 166 (0.0098) 171 (0.0049)

151 (0.0508) 158 (0.0264) 135 (0.0107) 170 (0.0059)
11 193 (0.0479) 208 (0.0249) 216 (0.0088) 222 (0.0049)

192 (0.0527) 207 (0.0269) 215 (0.0103) 221 (0.0054)
12 250 (0.0498) 258 (0.0249) 277 (0.0093) 282 (0.0046)

249 (0.0535) 257 (0.0269) 276 (0.0105) 281 (0.0054)
13 303 (0.0494) 328 (0.0233) 347 (0.0098) 355 (0.0048)

302 (0.0508) 327 (0.0254) 346 (0.0101) 354 (0.0054)
14 378 (0.0481) 407 (0.0246) 420 (0.0097) 439 (0.0049)

377 (0.0511) 406 (0.0255) 419 (0.0106) 438 (0.0052)
15 468 (0.0473) 481 (0.0247) 516 (0.0095) 524 (0.0049)

467 (0.0507) 480 (0.0262) 515 (0.0103) 523 (0.0053)

Los valores entre paréntesis son los valores de significancia
exactos, es decir ax = P(GC(n) > ), con x un valor de GC(n).

Valores criticos de la estadistica de antirrachas

Valores criticos de la estadistica de antirrachas, de una cola superior, para
muestras dicotomicas de tamafios 3 a 15. Se reportan los valores de —C cuyo nivel
de significancia exacto, a*, es mas cercano al teérico por defecto (linea superior)
o por exceso (linea inferior). El asterisco significa que el estadistico —C no tiene
valores con probabilidad inferior al nivel de significancia dado.
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Tamafio de 0.005 0.01 0.025 0.05
la s ucesion
3 * * * *
2.00 (0.125) 2.00 (0.125) 2.00 (0.125) 2.00 (0.125)
4 * * * *
2.50 (0.0625) 2.5 (0.0625) 2.5 (0.0625) 2.5 (0.0625)
5 * * * 3.00 (0.0313)
3.00 (0.0313) 3.00 (0.0313) 3.00 (0.0313) 2.25 (0.0625)
6 * * 3.50 (0.0156) 2.80 (0.0313)
3.50 (0.0156) 3.50 (0.0156) 2.80 (0.0313) 2.50 (0.0938)
7 * 4.00 (0.0078) 3.33 (0.0156) 3.33 (0.0156)
4.00 (0.0078) 3.33 (0.0156) 3.00 (0.0547) 3.00 (0.0547)
8 4.50 (0.0039) 3.86 (0.0078) 3.86 (0.0078) 3.00 (0.0430)
3.86 (0.0078) 3.50 (0.0313) 3.50 (0.0313 2.80 (0.0625)
9 4.37 (0.0039) 4.37 (0.0039) 3.43 (0.0234) 3.12 (0.0391)
4.00 (0.0195) 4.00 (0.0195) 3.37 (0.0254) 3.00 (0.0703)
10 4.56 (0.0029) 4.56 (0.0029) 3.60 (0.0225) 3.50 (0.0439)
4.50 (0.0107) 4.50 (0.0107) 3.50 (0.0439) 3.43 (0.0508)
11 5.10 (0.0015) 4.50 (0.0073) 4.11 (0.0127) 3.37 (0.0449)
5.00 (0.0059) 4.31(0.0117) 4.00 (0.0308) 3.36 (0.0571)
12 5.00 (0.0042) 4.55 (0.0095) 4.10 (0.0220) 3.56 (0.0398)
4.89 (0.0063) 4.50 (0.0183) 4.00 (0.0269) 3.50 (0.0562)
13 5.17 (0.0039) 5.10 (0.0051) 4.09 (0.0248) 3.57 (0.0480)
5.10 (0.0051) 5.00 (0.0107) 4.00 (0.0408) 3.56 (0.0514)
14 5.58 (0.0028) 5.00 (0.0095) 4.55(0.0184) 3.82 (0.0494)
5.50 (0.0062) 4.89 (0.0105) 4.50 (0.0259) 3.80 (0.0502)
15 5.54 5.17 (0.0088) 4.46 4.09 (0.0378)
5.10 (0.0105) 4.00 (0.0504)

Los valores entre paréntesis son los valores de significancia

exactos, es decir ax = P(—C > z), con z un valor de —C.

Coédigo R para calculo de valores criticos de la estadistica

GC(n)

En esta seccion se muestra el codigo R usado en la aplicacién y en la estimacion

de potencias de la seccién 21 El cédigo puede obtenerse en

http://www.docentes.unal.edu.co/rgiraldoh /docs/.

S S s S s e s S
# 1. Programa general. Este usa las funciones GC, GCCritico y

# decisidén definidas de 2 a 4. Para compilar este programa
# con sus datos cambie oxigeno.txt por su archivo de datos
# el cual debe contener una columna con la secuencia dico-
# tomica de diferencias nombrada como suc.

HEFHHHHHBFHBRH R AR R R BB B HBRBH BB G HHBRBH R AR HH RS H B AR H R RS H R RS R RS

rm(list=1s())

source("GC.R")
source("GCCritico.R")
source("Decision.R")
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suc<-read.table("oxigeno.txt", head=T)
attach(suc) suc<-suc$suc
Estadistica<-GC(suc)
Valor.Critico<-GCCritico(length(suc))
Decision(Estadistica,Valor.Critico)

HERHHHHH R BB HHH R BRBR R R AR R R GHHHHH R BB R H 1 #
2. Funcién para el calculo del indicador

HEHAHEH B RS HAEHBH AR AR HAEHBEH SR EH B HBH B H RS H AR RS H B HSHH
GC<-function(suc)

{

suc<-as.vector(suc)

tau.punto<-sum(suc)

n<-length(suc)

HHHHSHHR R R HH R B AR AR RS RS
# 2.1. Calculo de K
fubididihugibidpebubidphi bR
delta<-rep(0,n)

for (i in 1:n)

{

if(suc[i]l==1) delta[il<-i else (delta[i]<-tau.punto-n)

}

K<-sum(delta)
EidibubodnbubifubodnbibifubidnbibiSubdabibabdnbidibidi:
# 2.2. Calculo de h(n, tau)
#HuHS SR RS HF S HH B S H RS SRS SRR SRS
a<-0

b<--1

am<-0

bm<--1

for (i in 1:(n-2))

{

a<-a+((i~2)+i)

am<-rbind(am,a)

b<-b+(i-1)

bm<-rbind (bm,b)

}
ab<-as.matrix(cbind(am,bm))
m<-tau.punto-2
if (tau.punto==0) h<--2%n
if (tau.punto==1) h<--0
if (tau.punto>1 ) h<-ab[m+1,1]-(ab[m+1,2]*n)
pufiddbugibidpib g bbb R
# 2.3 Valor de la estadistica
EibibubodnbibibubodnbibifubidnbibiSubdabibabdibidnbig b
GC<- tau.punto+K+(n*(n-2))-h
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return(list(tau.punto=tau.punto, K=K,h=h, GC=GC))
}

HHHSHH RS H S HH B S ARG SRS SR RS RS SRR SRS SRR SRR S ST
# 3. Funcidn para el cadlculo del valor critico
HEHBHAH B R HAHBHHRHBEHAHREH RS HEF R H RS HRH R SRR
GCCritico<-function(n)
{
critico<-NULL
for(i in 1:10000)
{
suc<-rbinom(n,1,0.5) # Cambiar 0.5 por 0.6,...,.99
# para calcular potencia
GCal<-GC(suc)
critico<-rbind(critico,GCal$GC)
}
valor.critico<-quantile(critico,0.95)
return(valor.critico)

}

bbb ibibididid bbb bbb
# 4. Funcidon de decisidn
A

Decision<-function(Estadistica, Valor.Critico)
{
rechazo<-paste("SE", "RECHAZA", "HO")
no.rechazo<-paste("NO","HAY", "EVIDENCIA",
"PARA", "RECHAZAR", "HO")
decision<-ifelse (Estadistica$GC>Valor.Critico,
rechazo, no.rechazo)
return(list(Estadistica=Estadistica$GC,ValorCritico=Valor.Critico,
Decision=decision))
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