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Sur le groupe des unités de corps de nombres de
degré 2 et 4

par M'HAMMED ZIANE

RESUME. Nous déterminons sous certaines hypotheéses, un syste-
me fondamental d’unités du corps non pur K = Q(w) et de son
sous-corps quadratique, oll w est solution du polynéme

f(X)=X*+d2MgX? — My,

avec Mg = DS + 6D%d + 9D?d? + 2d3, My = D* + 4D%d + 242,
d|D, d, D € N, non nuls.

ABSTRACT. We give under certain hypotheses, a fundamental sys-
tem of units of the field K = Q(w) and its quadratic subfield,
where w is a root of the polynomial

f(X)=X*+d2MgX? — My,

with Mg = D% +6D*d +9D?d? +2d®, My = D* +4D%d + 2d?, d,
D eN, d|D.

1. Introduction.

Si K est une extension algébrique de degré n = r + 2s sur le corps Q
des rationnels, ol r est le nombre de plongements réels et 2s le nombre
de plongements complexes de K dans le corps C des nombres complexes,
Dirichlet a établi que le groupe Uk des unités de K est engendré par r+s—1
unités. Le groupe Uk est dit alors de rang r + s — 1. Un ensemble de
générateurs S = {e1,€9,...,6r45—1} forme ce qu'on appelle un systéme
fondamental d’unités du corps K. W. Ljunggren [6] a donné une procédure
pour construire un systeme fondamental d’unités d’un corps quartique pur.
Nous généralisons aisément ses résultats a tout corps K = Q(w) de degré
4, non pur, ayant un sous-corps quadratique réel K* et dont le groupe des
unités est de rang 2. Pour tout élément ¢ de K, appelons €0 le conjugué
de &, la notation “(1)” dénotant l'opération “conjugaison”laissant fixe K*.

Théoreme 1.1. Soit K un corps quartique réel dont le groupe des unités
est de rang 2 et qui admet un sous-corps quadratique. Soit g la plus petite
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unité supérieure strictement a 1 de K wvérifiant 505(()1) =1. Sie; > 1 est

s . 1
une autre unité du corps K vérifiant 515(1 ) = 1, alors

e1=¢l, q €L.

Théoreme 1.2. Soit K un corps quartique réel dont le groupe des unités
est de rang 2 et qui admet un sous-corps quadratique. Soit 1 l'unité fonda-
mentale du sous-corps quadratique réel K* de K, £ une unité de K telle
que €N =+ (ouxn1), et g1 la plus petite unité de K supérieure stric-
tement a 1 vérifiant elegl)
d’unités du corps K.

= 1. Alors {&, €1} est un systéme fondamental

Dans [5], C. Levesque a exhibé une unité du corps quartique K = Q(w)
de la forme
Ly

—1+D
€= dw dw,

ot w est solution du polynéme f(X) = X%+ d~2MgX? — My, avec
My =D*+4D%1+2d*> et  Mg= D®+6D*d+9D%d* + 2d°.

Dans cet article, nous déterminons, sous certaines hypotheses, un systeme
fondamental d’unités du corps Q(w) et l'unité fondamentale de son sous-
corps quadratique. Posons A = d~* M2 + 4My et soit T = D?/d. Alors

A
5= TS 41275 + 547* + 11273 + 10972 + 52T + 12.

Supposons d’abord que T est pair : T = 2S. Alors A/d? =0 (mod 4).
Posons

A
M = 1= 165% + 965° + 2165* + 22453 + 10952 + 265 + 3.

Alors M =2 ou 3 (mod 4).
Supposons maintenant que T est impair : T = 2S5 + 1. Nous avons
0 (mod 16). Posons

AN
2

IS%

A
= Top = 485 + 365° + 1295* + 23493 + 22652 + 1115 + 22.

Alors M =0, 1 ou 2 (mod 4).
Nous donnerons tout d’abord le développement en fraction continue de
Q = VM et nous utiliserons des résultats donnés dans [1] et [2] pour

déterminer I'unité fondamentale de K* = Q (\/Z ) —Q (\/M )
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2. L’unité fondamentale de K*

Soit T pair. Nous avons [\/ M] =45%+125% + 95 + 1. De plus,

Py =0,
Qo =1,
bo = {\/ﬁ}

Py, = 45% +85% 4+ 35 +1,
Qo = 85%+1658%+6S +1,
bg = [1'2] =1.

Py, = 483 +85% + 38,
Qs = 853 +1658% +6S +1,
b4 = [x4] =1.

Py = 452 +125%2 4+ 95 + 1,
Qs = 1,

b6 = [.CCG]

P = 45% +125%2 +95 +1,
Q1 = 45% + 85 + 2,
bl = [331]:284-1

P3 = 453 +852% + 35,
Q3 = 45% 4+ 85 + 3,
b3 = [1‘3] =25.

P; = 453 +85%2 +35 + 1,
Qs = 452 4+ 85 + 2,
bs = [.%5]:25—1—1.

Comme P53 = Py, le développement en fractions continues de v M, admet

une période de longueur [ = 6.

Soit T impair. Nous avons [\/ M} =253+ 952 4+ 125 + 4. De plus,

PO 07
QO = 17
bo = [©]

Py =8%24+38+2,
253 4852 495 + 3,
b2 = [mg]zl

&
I

[P4:2S3+5S2+S—1,
Qs = 453 +135% + 115 + 3,
by = [x4] = 1.

Py = 25% +85% +10S + 4,
Qs = 45% + 1352 + 115 + 3,
bg = [x6].

P =283 +98%2 4125 + 4,
Q1 = 25% +108% + 155 + 6,
b1 = [171] =1.

Py =283+ 7582 4+6S5 +1,
Q3 = 452 +125 + 7,
b3 == [333] =5

Ps; =283 +852 4105 + 4,
Qs = S +35 +2,
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Comme P; = Py, le développement en fraction continue de v M admet
une période de longueur [ = 10.

Théoreme 2.1. Lorsque T est pair, posons
A = 32585 + 19255 + 4408* 4 48083 + 25652 + 645 + 7,
B =85% +245% + 205 + 4.
Lorsque T est impair, posons
A = 3255 4 2885° + 10405* + 192052 + 190652 + 9665 + 197,
B =165% 4+ 7252 4+ 1008 + 42.

Supposons que M est libre de carrés. Alors l'unité fondamentale du corps
quadratique K* est

n=A+BVM = <A+BM6) B

2
Ve + —w”.

d
Démonstration. Soit T" pair, M # 1 (mod 4). Alors
! 6

WZH%‘ :Hxi.

=1 i=1

Or
i1 = Qi t b+ Pi)a (i=2, 4, 6).
Qi
Donc
_ <Q2 +b1(Q+P2)) (Qz +b3(Q+P4)> (1 +b1(Q+P1)>
= Q2 Q2 1
= 07 Qe+ b0+ P)) (Qa Ba(@+ P)) (1 b1 (2 + )
3
Or

Qo +b1(Q+ Po) =85 +165? +65 +1
+ (28 +1)(Q +45% +852 +35 +1),

Qo+ b3(Q + Py) =852 +1652 + 65 + 1 + (25)(Q + 453 + 852 + 39),

1401(Q+P) =1+ (25 +1)(Q+45 + 1252 + 95 +1).

En tenant compte de Q2 = M, nous aurons le résultat. Si T est impair, nous
avons (Q; # 4 pour tout ¢, et c’est alors un exercice simple pour trouver,
comme précédement, 'unité fondamentale du corps K*.
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3. Sur les entiers d’un corps réel de degré quatre.

Dans la suite nous nous intéressons au cas ou 1 est pair. Le polynome
f(X) est irréductible car

(d‘2ALQ2 < d™*ME +4My < (d7*Mg +1)%
La résolvante cubique de f(X) est
ROX) = (X — (d72My)) (X2 4411

dont les racines sont d'une part a = d=2Mjs et d’autre part 3, v, deux
racines de (X 24 4M4) qui sont complexes. Donc

[Q(e, 8,7) = QI = [Q(B) : Q] = 2.

Par conséquent Gal(f(X)) est soit Zy, soit Dy, voir([4], page 273). Or les
racines de f(X) sont w, —w, 16, —if ou

(1)
L \/—d—2M6 +\/d=*Mg + 4My 0 \/d—2M6 +\/d—* Mg + 4M,
N 2 T 2 ’

qui ne sont pas toutes réelles donc Gal(f(X)) est Dy. De plus le polynéme
f(X) admet deux racines réelles et deux racines complexes; donc le rang
du groupe des unités Ug du corps K est 2. Nous désignons par

(2) WO =w, oW =—u @ =4 O =_ip,

les quatre conjugués de w sur Q. Nous reprenons ici une idée de Stender
[7] : Soit « un entier algébrique du corps K = Q(w). Comme K = K*(w),
alors

a = ﬂl +52w7

al) =8, — Bow ol B; € K*.
Donc
a+aV =28 e a-aV=26w.
Par conséquent 2/3; et 2(32w? sont aussi des entiers algébriques de K*. Appli-
quons ceci dans notre cas. Nous avons K* = Q(vM). Comme M # 1(mod
4), alors {1, vV M} est une base entiére de K*. Donc
261 =z +yiv M,
200w® = T3 + Y2V M, ou z;, y; € L;
d’ou . .
wa = fw + fow? = w (51 + %\/M) + ?2 + %\/M.
Nous avons

Yy S B
VM = /B = oo (2% +d72 M) -
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Donc

wa-z L2 2d3y2 L1 2d3y1 w 9 Y2 d Y1 d w

Notons que w?/d est un entier algébrique car w?/d est solution du polynome

M, M.
Y2+ —?)GY - d—; a coefficients entiers ; notons aussi que (2d®)|Mg vu que
2|(T® + T). Donc pour tout entier algébrique @ du corps K = Q(w), wa
s’écrit sous la forme

1 w? w3

(3) wa =5 | @0+ 2w+ acg(j) + xg(g) avec x; € Z.
Proposition 3.1. Si a est un entier algébrique tel que aa® = 1, alors
dans ’'égalité (3), nous avons toujours

(4) x2 # 0.

Démonstration. Pour un entier algébrique a, nous avons

3

(wa)(o) = wo = <x0+$1w+ﬂ72%2 +$3%) s

w

2
wa)M = —walM) = <a30 — T1w+ T2 — a;;;%) :

. 2 .03
(xo + 110 — 1'2% — ZL’3Z%> ,

93

= —ifa® = (:co — x110 — .752% + $3i7> ,

Nl NI NI N

( )(1)
(wa)@) — 0@ =
(wa)(S)

avec g, r1, 2, r3 € Z. De I'’équation (5), nous tirons

(CUQ ;_ 62) To = WQ — wa® — i@ +iga®).
Donc
d 3 L
(6) 22| < T (; ’w(’)a(z) > .
Soit o un entier algébrique tel que aat) = 1. Alors (wa)(wa)®) = —w?,

Donc, en comparant les coefficients de w?, nous obtenons
2dxory — 4z Mg — d?x? + 2d 2z 23 Mg — x3My — d" 22 ME = —(4d)%
Si x99 = 0, alors d%% —2d Yo x5 Mg + x§M4 + d_4$§M62 = —4d?, i.e.
(dazl — d_2$3M6)2 = —$§M4 — 4d2,

ce qui est impossible. Donc si « est un entier algébrique tel que aa® =1,
alors dans 1’égalité (3), nous avons zg # 0.
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4. Un systéme fondamental d’unités de Q(w).

Lemme 4.1. Soit 5 l'unité fondamentale du sous-corps quadratique K* du

corps K = Q(w). Alors \/n ¢ K.

Démonstration. Comme la longueur du développement en fraction conti-
nue de v M est paire, nous avons que N ., /Q(n) = 1. D’apres le théoreme
90 de Hilbert (voir ([2], page 171), il existe «, 5 € K* (8 étant le conjugué
algébrique de «) tels que

« 042 a2

Supposons que /f € K, alors \/c € K, ie. \/c € K*, et on aurait que
2
o} e
7 € K*, ce qui est en contradiction avec le fait que — est 1'unité fonda-
c c

mentale du corps quadratique K*.

Lemme 4.2. Soit X = 6455+ 3845°48805*+9765° + 55252 + 1525 + 16.
Alors

0<n<X et 0 < e? < 88.

Démonstration. D’une part, nous avons
n=A+BQ<A+B ([\/M} +1) < 23([\/M} +1) - X.

D’autre part,

—d—2M, /A4 M? + 4M. —d—2M, v/ (d=2M, 2)2
w:\/ d Mg + j 6+ 4<\/ 6+ 2( 6+2) < 1.

Donc

D D D
0<£<1+Ew<1+g<2g.

g

Définition. On dit que le corps K est de seconde espéce §’il existe une
unité £ de K telle que

gW =2n ou &M =an7.
On dit que le corps K est de premiére espéce dans le cas contraire.
Lemme 4.3. Le corps K = Q(w) est toujours de seconde espéce.

Démonstration. Nous avons

1) _ d2 + My <2d+D2 —|—d2M6> 9
ee = — w.

d? d?
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Utilisant

w? = dvM— 2M6 My = d?(45%485+2), Mg = d*(85°+2452+185+2),
nous avons

(7) Nigjg-(e) =esM = A—BQ =971,

Donc K est de seconde espece. O

Proposition 4.4. L’unité 1 = €21 est la plus petite unité > 1 du corps
K = Q(w) vérifiant 51551) =1

Démonstration. Notons que

slsgl) = Ng/k+(e1) = (55(1))2772 =1.

Nous avons & > M), Donc €2 > e = =1 et &1 = €25 > 1. Montrons que
€1 est la plus petite unité > 1 de K qui vérifie 51551) = 1. Sinon, soit &g
cette plus petite unité. Alors d’apres le théoreme 1.1, ey = ¢(. Nous avons
n # 2, car si /g1 € K, alors \/n € K, ce qui n’est pas le cas d’apres le
lemme 4.1. Supposons n > 3. D’apres I’équation (3), g s’écrit sous la forme

(o + r1w + Tow?® + x3w3) ol z; €Z.

()

w€0—2d

D’apres 1’équation (6), nous avons

d N
2] < =5 (Z\w”
=0

g

) ot

Or
< et || =[] = 1.

Alors
(8)  |aa| < d92(1+29+’</\?1) 2+02( +20+ /[=1]).
Posons

Y = 6455 + 38455 + 8645* + 89653 + 43652 + 1045 + 12

{ Z = 853 42457 + 185 + 2.

Alors

o= vy ZTYY

W2+ 6% =2dvVM et 5
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En utilisant le lemme 4.2, nous avons

:c2|§w2ff_92<1+29+ ) ZQdd(HQM%Tn)

vM
1
< (1+20+ VBSVX).
2VY
Pour S > 4, nous aurons |z2| < 1. Donc x5 = 0, ce qui est en contradiction
avec (4). Le résultat reste vrai pour les autres valeurs de S car il suffit de
remplacer S directement dans (8). O

Théoréme 4.5. Soient My = D*+4D?d+2d?, Mg = DS+6D*d+9D?*d*>+
2d3, ou D, d, sont deuz entiers naturels non nuls et d|D. Soient w une
racine du polynome f(X) = X*+d 2MgX? — My et ) l'unité fondamentale
du sous-corps quadratique K* du corps K = Q(w). On suppose que %2 est
d=4 M2 + 4My
4d?
systéme fondamental d’unités du corps K = Q(w).

pair et que M = est libre de carrés. Alors {5, 5277} est un

Démonstration. D’apres la proposition 4.4, nous avons que 9 = €27 est

(1)

la plus petite unité du corps K qui vérifie 60601 = 1. D’apres I"équation (7),
£ est une unité telle que e est I'unité fondamentale du sous-corps qua-
dratique K* de K. D’apres la proposition 4.3, K est de seconde espece; il

suffit alors d’appliquer le théoreme 1.2. O

Corollaire 4.6. L’ensemble

{e.e"}

est aussi un systéme fondamental d’unités du corps K = Q(w).

Démonstration. Nous avons gy = 21 = e(¢())~1. Comme {¢, £y} forme
un systeme fondamental d’unités du corps K = Q(w), il en est de méme
pour {e, e(M}. O
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