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Géométrie réelle des dessins d’enfant :
une étude des composantes irréductibles

par LaAyLA PHARAMOND DIT D’COSTA!

RESUME. Dans cet article nous nous intéressons aux propriétés
des composantes irréductibles associées a la géométrie réelle d’un
dessin d’enfant. Plus précisément, nous étudions les composantes
irréductibles de la courbe I' dont I’ensemble des points réels est
'image réciproque de P! (R) par une fonction de Belyi d’un dessin
d’enfant.

ABSTRACT. In this paper, are studied the properties of the irre-
ducibles components associated with the real geometry of a dessin
d’enfant. In other words, we give a description of the irreducible
components of the curve I', the real points of which correspond
to the preimage of the real projective line by a Belyi funcion of a
dessin d’enfant.

Dans tout ce texte, X désigne une courbe algébrique, projective et lisse
sur C, f un morphisme fini (de C-schémas) de X dans P&, non ramifié
au-dessus de PL—{0,1,00}, et n le degré de f.

On note f I'application de X(C) dans PL(C) qui se déduit de la précé-
dente par passage aux points complexes : ¢’est un revétement topologique
ramifié fini de P&(C), non ramifié au dessus de P&(C) — {0,1,00} ([2],
§B.4.1).

On associe a ce revétement un dessin d’enfant D ([2], §B.3.3) tracé sur la
surface topologique X(C), qui possede une triangulation adaptée canonique
T ([2], §B.5.1, exemple). La réunion des sommets et des arétes de la trian-
gulation T est I'image réciproque par f de P4 (R) : c’est un sous-ensemble
algébrique réel de X(C).

On note T la courbe définie sur R, dont f~(P4(R)) est 'ensemble des
points réels ([2], §1.1) et g : I' — P4 le morphisme correspondant.

Au §1, nous précisons I' et rappelons quelques unes de ses propriétés
générales. La géométrie réelle du dessin d’enfant est I’ensemble des pro-
priétés de I
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Notons (E,00,01) le dessin combinatoire associé a D ([2], §B.2.2) : E
est I’ensemble des arétes de D, i.e. l’ensemble des composantes connexes
de £71(]0,1]); si a est une telle aréte, les arétes ayant méme extrémité de
type 0 (resp. de type 1) que a sont munies d’un ordre cyclique déduit de
lorientation de la surface X(C) en ce point, et og(a) (resp. o1(a)) est le
successeur de a pour cet ordre cyclique.

Par définition, ’ensemble E parameétre 'ensemble des arétes de de type
{0,1} de la triangulation T. Nous indiquons au §2, de quelle maniere on
peut également paramétrer I’ensemble des arétes de type {00, 0} (resp. de
type {1,00}) de T par E.

Notons g I'application continue de T'(C) dans P!(C) déduite du mor-
phisme gc) : I'(c) — P'. Nous décrivons au §3 une paramétrisation par
E x E des composantes connexes de g~1(]0,1[), g71(]1, 00]) et g~*(Joo, 0[).
Nous la comparons & celle du §2, pour les composantes contenues dans
I'(R).

Au §4, nous indiquons comment cette paramétrisation permet de déter-
miner, & partir du dessin combinatoire (E, 0¢, 01), la liste des composantes
connexes de f(R) : il s’agit de décrire la maniere dont les arétes de T se
succedent sur une telle composante connexe, ce que nous faisons en utilisant
la subdivision barycentrique de T.

Ces résultats et ceux de [2], §2, nous permettent, au §5, de déterminer le
nombre de composantes connexes de 'ensemble des points réels de chaque
composante irréductible de I'; ce nombre peut étre > 2, comme le montre
un exemple donné au §6.

Enfin au §7, aprés des rappels sur les diviseurs, le groupe de Picard et
ses propriétés de fonctorialité, nous étudions les diviseurs de X x X* définis
par les composantes irréductibles de I'(cy Nous notons [C] la classe d'une
telle composante dans le groupe de Picard Pic(X x X*). Nous considérons
plus particulierement le cas ou la courbe X est connexe et de genre 0,
i.e. isomorphe & P!. Dans ce cas Pic(X x X*) s’identifie & Z x Z et [C] &
un couple d’entiers appelé le bidegré de C; nous 'exprimons en termes de
Porbite O de (g, 1) dans E x E associée a C. Le choix d’un isomorphisme
X ~ P! permet de considérer la trace de C sur le plan affine A! x Al
C’est une courbe affine dont nous calculons le degré ; il dépend du point de
X qui correspond au point & l'infini de P! par I’isomorphisme choisi. Nous
considérons ensuite le cas ou X est connexe de genre quelconque. Auquel
cas, la structure du groupe de Picard de X x X* est plus compliquée : on
dispose d’une suite exacte canonique

0 — Pic(X) x Pic(X*) — Pic(X x X*) — Hom(Jac(X), Jac(X*)) — 0,

ou Jac(X) désigne la variété Jacobienne de X ; les fleches sont précisées au
§7.1.6. Nous montrons par un exemple que les images des classes [C] des
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composantes irréductibles C de I'(¢y dans Hom(Jac(X), Jac(X*)) peuvent
étre non nulles bien que leur somme soit 0.

1. La courbe I' associée a un dessin d’enfant

La courbe I' (celle qui est telle que f~!(P&(R)) est Iensemble des points
réels ([2], §1.1)) peut se définir comme le produit fibré P§ X 11 p1 [1x:
¢/r © C/R

r — JIx
C/R

o [l

Py, — cl;[Rpl

on X, HPC, sont les restrictions de Weil a R de X et PC respec-
C/R C/R

tivement et [ f [[x - II Pé le morphisme de R-schémas déduit
C/R° C/R C/R

de f par restriction de Weil. Le morphisme g : I' — PI1{ est défini par
restriction de [ f a T et correspond donc a la projection sur le premier

C/R
facteur de Pﬁ X 1T p1 [[xX— P1 Notons X* la courbe algébrique complexe
c/R ©C/R

conjuguée de X ([2], §A.1.3) et A : P — P& x P le morphisme diago-
nale. Le carré cartésien déduit du précédent par passage au complexifié
s'identifie([2], §1.2) a

F(C) — X x X*
g(C)l l (f, f*)

1 A 1 1
PC — PC XPC

Notons I' la normalisée de I', et g le morphisme composé F—>F—>P1
Nous noterons F(C) et g(c) le revétement ramifié et le morphisme I‘(C)

PC déduits respectivement de Letdeg g par passage au complexifié. Notons
(E, 09, 01) le dessin combinatoire associé a D ([2], §B.2.2) : E est I’ensemble
des arétes de D, i.e. 'ensemble des composantes connexes de f~1(]0,1[);
si a est une telle aréte, les arétes ayant méme extrémité de type 0 (resp.
de type 1) que a sont munies d’un ordre cyclique déduit de 'orientation de
la surface X(C) en ce point, et og(a) (resp. o1(a)) est le successeur de a
pour cet ordre cyclique. On associe de maniere analogue un dessin d’enfant

et un dessin combinatoire au revétement ramifié gy : I'\c) — Pé. Ce

. . . . N -1
dernier est canoniquement isomorphe a (E x E, ¥¢,31), ou ¥y = 0¢ X 0

et ¥ = o1 x o7 ([2], §1.5, prop. 1.2). Nous notons T'(R) et T'(R) les
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ensembles de points réels de I' et de f, munis de leurs topologies naturelles
d’espaces analytiques réels. Rappelons que I'(R) s’identifie canoniquement
a I'image réciproque de P!(R) par I'application f : X(C) — P!(C), i.e. au
1-squelette de la triangulation canonique T de X(C) associée au revétement
ramifié (X, f). Par ailleurs I'(R) est une courbe analytique réelle (lisse)
compacte ; toutes ses composantes connexes sont donc isomorphes (en tant
que variétés analytiques réelles) a des cercles.

2. Paramétrisation des arétes de la triangulation canonique T
de X(C)

Comme (E, 09, 01) le dessin combinatoire associé au revétement ramifié
(X, f), E est 'ensemble des arétes de de type {0,1} de la triangulation T,
i.e. 1’ensemble des composantes connexes de f'(]0, 1]).

Chaque aréte de T est aréte de deux faces exactement, I'une positive et
l'autre négative ; chaque face de T a trois arétes exactement, de types {0, 1},
{00,0} et {1, 00} respectivement. On peut paramétrer ’ensemble des faces
positives (resp. des faces négatives) de T par E en associant & chaque face
son unique aréte de type {0,1}.

Il y a plusieurs manieres de paramétrer les arétes de type {oo, 0} (resp. de
type {1,00}) de T par E. Nous en considérons deux, que nous appelons
respectivement la paramétrisation positive et la paramétrisation négative.
La paramétrisation positive associe & une aréte b de type {oo,0} (resp. de
type {1,00}) laréte de type {0, 1} de I'unique face positive dont b est aussi
une aréte. La paramétrisation négative se définit de maniere analogue a
partir des faces négatives.

La figure ci-dessous montre comment les deux paramétrisations s’articu-
lent autour d’une méme aréte a de type {0, 1}.

(0.¢]

Paramétrisation positive Paramétrisation négative

Figure 1
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Il existe une paramétrisation canonique des sommets de T de type 0, 1
et oo par (0o)\E, (01)\E et (0x)\E respectivement ([2], §1.6). Soient 1, j
deux éléments distincts de {0, 1, co}. Lorsqu’on parametre positivement les
arétes, 'application qui & une aréte de type {7, j} de T associe son extrémité
de type i s’interpréete comme la surjection canonique E — (0;)\E. (Cela
n’est pas vrai pour la paramétrisation négative, lorsque i = 00.)

Sauf mention du contraire, nous utiliserons désormais toujours la pa-
ramétrisation positive des arétes de T.

3. Paramétrisation des arétes de I'(C) ou ['(C)

3.1. Les triangulations canoniques de I'(C) et I'(C).

Rappelons que g : I'(C) — P!(C) désigne I'application continue déduite
du morphisme gc) : I'(c) — P!(C). L’image réciproque par g de la triangu-
lation canonique de P*(R) ([2], B.3.3, remarque 2) définit une triangulation,
dite canonique, de I'(C), a sommets tricoloriés. (La notion de triangulation
utilisée ici est la méme que dans [2], §B.5.1, a ceci pres que I'(C) n’est pas
une surface topologique au voisinage des points au-dessus de 0, 1 et 00).

Les sommets, arétes et faces de cette triangulation seront simplement
appelés sommets, arétes et faces de I'(C). Les sommets de type 0, 1, oo
de I'(C) sont donc les points de g~'(0), g7*(1), g~*(c0), les arétes de
type {00,0}, {0,1}, {1, 00} sont les composantes connexes de g~ (Joo,0[),
g71(10,1[), g7 *(]1,00]), et les faces positives et négatives les composantes
connexes de g~1(H1) et g71(H_), avec H. (resp. H_) le demi-plan supérieur
(resp. inférieur) de Poincaré.

On définit de maniere analogue la triangulation canonique de f(C) Ce
n’est autre que la triangulation canonique associée au revétement ramifié
Jc) : T(cy — P! ([2]. B.3.3). Les arétes de type {c0,0}, {0,1}, {1, 00}, les
faces positives et les faces négatives de f(C) sont en bijection canonique
avec celles de I'(C) ; il n’en est pas de méme des sommets.

3.2. Paramétrisation des arétes de I'(C) et I'(C).

Si (E,00,01) est le dessin combinatoire associé au revétement ramifié
(X, f), celui associé au revétement ramifié conjugué (X*, f*) s’identifie a
(E,05 ', 07Y), et celui associé au revétement ramifié (f(c),ﬁ(c)) a (E x
E, ¥0,%1), ou X = 09 X 061 et X1 =01 X Ufl ([2], §1.5, prop. 1.2).

Soit T* la triangulation canonique de X*(C) associée au revétement
(X*, f*). Soient 7, j deux éléments distincts de {0, 1, 00). Lorsqu’on plonge
I'(C) dans X(C) x X*(C), toute aréte de I'(C) de type {i,j} est le pro-
duit fibré (au-dessus de P1(C)) d’une aréte de T et d’une aréte de T*,
toutes deux de type {i,j}. Le choix des paramétrisations positives des
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arétes de type {i,7} de T par E et de T* par E définit donc une pa-
ramétrisation des arétes de type {i, 7} de I'(C) par E x E, et par suite aussi
une paramétrisation des arétes de type {i,7} de f(C) par E x E. Cette
derniere n’est autre que la paramétrisation positive, au sens du §2, associée
au revétement ramifié (f(c),ﬁ(c)).

Sauf mention du contraire, c’est toujours de cette maniere que nous pa-
ramétrerons les arétes de de T'(C) et de I(C) désormais.

3.3. Liens entre arétes et sommets de I'(C) et de I'(C).

Rappelons que les ensembles de sommets de type 0, 1, oo de I'(C) sont
paramétrés respectivement par (oo)\E x (o5 )\E, (a1)\E x (o7 )\E et
(00o)\E X (0Z\E, ol 0o = 05 'y ! et 0%, = ago1 (2], §1.6) ; les ensembles
de sommets de type 0, 1, co de f(C) sont paramétrés respectivement par
(Zo)\(E x E), (E1)\(E X E) et (Zo)\(E x E), ott X = 000 X 0.

Soient 7, j deux éléments distincts de {0, 1, co}. Il résulte du dernier alinéa
du §2 (appliqué au revétement ramifié (f(c),ﬁ(c))) que Papplication qui a
une aréte de type {i, j} de I'(C) associe son extrémité de type i s’interpréte,
via les paramétrisations des sommets précédentes et des arétes définies en
3.2, comme la surjection canonique E x E — (3;)\(E x E).

On en déduit que 'application qui & une aréte de type {i,j} de I'(C)
associe son extrémité de type ¢ s’interprete comme la surjection canonique
de ExE sur (0;)\E x (o, Y\E sii = 0ou 1, sur (0o0)\Ex (6% )\E si i = o0.

3.4. Arétes de I'(C) situées sur une composante irréductible don-
née.

Chaque aréte de I'(C) est contenue dans ’ensemble des points complexes
d’une unique composante irréductible de I'( ) (et ne rencontre pas les autres
composantes irréductibles). Plus précisément :

Proposition 3.1. L’aréte de I'(C) de type {o0,0} (resp. {0,1}; resp.
{1,00}) paramétrée par un couple (a,b) € E x E (cf. 3.2) est contenue
dans [’ensemble des points complezes de la composante irréductible de I c)
paramétrée par lorbite (3¢, 1)(a,b) ([2], §2.1.1).

Les arétes de type {00,0}, {0,1} et {1,00} paramétrées par un méme
couple (a,b) sont contenues dans I’ensemble des points complexes d’une
méme composante irréductible de I'(c) : en effet leurs relevements dans

I'(C) sont les arétes d’une méme face de la triangulation canonique de I'(C),
donc sont contenues dans l’ensemble des points complexes d’une meéme
composante connexe, i.e. irréductible, de f(c).

11 suffit donc de démontrer la prop. 3.1 pour les arétes de type {0,1};
or, dans ce cas, elle résulte des définitions mémes des paramétrisations
considérées.
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3.5. Action de la conjugaison complexe sur les arétes de I'(C).

Comme I' est une courbe algébrique réelle, la conjugaison complexe opere
sur I'(C) ; lorsque 1'on plonge I'(C) dans X(C) x X*(C), cette opération
sécrit (z,y*) — (y,z*) (on x — x* est 'application canonique de X(C)
dans X*(C) déduite de la conjugaison complexe).

L’application x — x* transforme la triangulation T de X(C) en la trian-
gulation T* de X*(C), mais applique les faces positives de T sur les faces
négatives de T*. Elle transforme une aréte de T de type {oo, 0} (resp. {0,1};
resp. {1,00}) paramétrée positivement par un élément a de E en 'aréte de
T* de méme type paramétrée négativement par a, c’est-a-dire paramétrée
positivement par og(a) (resp. a; resp. oy '(a)) (voir §2, figure 1).

L’action de la conjugaison complexe sur les arétes de I'(C) (ou de I'(C))
s'interprete donc, via les paramétrisation de 3.2, comme suit :

— sur les arétes de type {oo,0}, par (a,b) — (o *(b),00(a));

— sur les arétes de type {0, 1}, par (a,b) — (b,a);

— sur les arétes de type {1,00}, par (a,b) — (o1(b), 07 (a)).

3.6. Arétes réelles de I'(C).

Pour qu’une aréte de I'(C) de type {o0,0} (resp. {0,1}; resp. {1,00})
paramétrée par un couple (a,b) € E x E soit réelle, i.e. contenue dans
I'(R), il faut et il suffit d’apres 3.5 que l'on ait b = op(a) (resp. b = a; resp.
b= 0y (a)).

Comme I'(R) s’identifie au 1-squelette de la triangulation canonique T
de X(C), les arétes réelles de I'(C) s’identifient aux arétes de T. Le lien
entre les paramétrisations considérées aux §2 et 3.2 est le suivant : a I'aréte
de T de type {o0,0} (resp. {0,1}; resp. {1, 00}) paramétrée par un élément
a € E correspond l'aréte réelle de I'(C) de méme type paramétrée par
(a,00(a)) (resp. (a,a); resp. (a,07 (a))).

3.7. Interprétation en termes de dessins triangulés.

Soit D un dessin d’enfant représentant le revétement ramifié (X, f); ses
arétes sont paramétrées par E. Pour représenter la triangulation T, on
choisit une triangulation adaptée 7 de D ([2], §B.5.1). Les arétes de 7
correspondent donc bijectivement aux arétes de T, i.e. aux arétes réelles
de I'(C) ; les paramétrisations de 3.2 définissent un étiquetage de ces arétes
par des éléments de E x E.

Cet étiquetage est caractérisé par les trois propriétés suivantes :

— une aréte de 7 de type {0,1}, qui dans D est indexée par a, est
étiquetée (a,a);

— les trois arétes d’'une méme face positive sont étiquetées par des
éléments de E x E de premieres projections égales;

— les trois arétes d’'une méme face négative sont étiquetées par des
éléments de E x E de deuxiémes projections égales.
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L’allure locale de la triangulation au voisinage d’une aréte de type {0, 1}
est représentée par la figure suivante :

3.8. Un exemple.

Considérons le revétement ramifié représenté par le dessin d’enfant sui-
vant

o 1 0o 1 0 1
a b ¢ d e

La triangulation correspondante, avec étiquetage des arétes par des élé-
ments de EXE, ou E = {a, b, ¢,d, e}, est représentée par la figure ci-dessous
(dans laquelle nous avons écrit xy 1’élément (x,y) de E x E pour alléger les
notations)

cb cd
ab ed
aa aa, bb cc dd fee, _ee
0/1 0 1 O\ 1
ba de
be de

Figure 3
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4. Composantes connexes de I'(R)

4.1. Paramétrisation des composantes connexes de f(R)

La courbe algébrique T est projective et lisse. L’ensemble r (R) de ses
points réels est donc une courbe analytique réelle (lisse) compacte, et ses
composantes connexes sont isomorphes (en tant que variétés analytiques
réelles) a des cercles. Les points de I'(R) au-dessus de 0, 1, oo et les arétes
de I'(R) forment une décomposition simpliciale de I'(R); chaque aréte a
deux extrémités distinctes et chaque sommet est extrémité d’exactement
deux arétes. _

Les arétes de I'(R) s’identifient & celles de I'(R), i.e. de la triangula-
tion T de X(C). Celles d’un type donné sont paramétrées par E (via la
paramétrisation positive, définie au §2). Appelons demi-aréte de f(R) tout
couple (A, Q) formé d'une aréte A et de l'une de ses deux extrémités Q
dans f(R) ; on dit que (A, Q) est la demi-aréte d’extrémité Q de l'aréte A.

On parametre les demi-arétes de f(R) par I'ensemble F = E x &1 )
de la maniére suivante : & un élément (a,s) de F correspond la demi-
aréte (A,Q), ou A est laréte de type {s(0),s(1)} paramétrée par a, et
Q lextrémité de A de type s(0).

On munit I'ensemble des demi-arétes de I'(R) de deux involutions :
la premiére associe a une demi-aréte I'unique autre demi-aréte de méme
extrémité ; la seconde associe a une demi-aréte I'autre demi-aréte de la
meéme aréte. Notons 79 et 7 les invglutions correspondantes de F. L’ensem-
ble des composantes connexes de I'(R) est alors paramétré par (g, 71)\F.
Nous explicitons les involutions 79 et 71 de F au §4.3.

4.2. Allure locale des arétes de I'(R) d’extrémité donnée.

La définition des demi-arétes de I'(R) (ou ce qui revient au méme de la
triangulation T de X(C)) est analogue & celle donnée au §3.1 pour I'(R).
Les demi-arétes de I'(R) et de I'(R) se correspondent bijectivement. Par
contre, il se peut que plus de deux demi-arétes de I'(R) aient une méme
extrémité dans I'(R).

Soit P un point de X(C) au-dessus de 0,1 ou oo, et soit e 'indice de
ramification de f en P. Il existe une uniformisante locale u de la surface de
Riemann X(C) au voisinage de P dans laquelle ’équation locale de I'(R)
s’écrit u® = w® ([2], §2.3.1 et 2.3.3). Dans la carte locale correspondante,
les germes des demi-arétes d’extrémité P s’identifient aux germes des demi-
droites issues de l'origine engendrées par les racines 2e-iemes de l'unité.
L’ensemble des demi-arétes d’extrémité P est donc de cardinal 2e, et est
muni d’un ordre cyclique; deux de ses éléments consécutifs proviennent
d’arétes de type différent (i.e. de type {0,1} et {0, 00}, si P est de type 0).
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Tout antécédent Q de P dans I'(C) est réel (2], §1.6.7, th. 1), et Papplica-
tion composée I'(R) — T'(R) — X(C) est une immersion (analytique réelle)
en Q ([2], §2.3.3). Il en résulte que deux demi-arétes de I'(R) d’extrémité
P se relevent en des demi-arétes d’extrémité commune dans f(R) si et
seulement si leurs germes dans la carte locale précédente sont ceux de deux
demi-droites opposées.

4.3. Interprétation des involutions 79 et 7 en termes de la subdi-
vision barycentrique de (E, 0¢,01).

Rappelons ([2], B.5.4) que la subdivision barycentrique du dessin combi-
natoire (E, 09, 01) est le dessin combinatoire (F, o7, 07), o F = Ex &g 1 o0}
comme en 4.1, et ou

! (2,5) = (w, s0t100) Si s est paire,
(1) 7oL (05(0) (), s0t100) i 5 est impaire,
0'/1(3775) = (z,s0tp1) ,

en posant oo, = 0_0—101—1 et en notant ¢;;, pourt, j € {0, 1,00}, la transposi-
tion de {0, 1,00} qui échange i et j.

Lorsque I'on parametre ensemble des demi-arétes de I'(R) par F, of s’in-
terprete comme la permutation qui a une demi-aréte associe la demi-aréte
de méme extrémité qui lui succede immédiatement dans 'ordre cyclique
considéré en 4.2. Toute cycle de o, est donc de longueur paire et 'on a,
compte tenu de 4.2,

(2) 70(z,5) = a}°(z, )

si le cycle de of, contenant (z, s) est de longueur 2e (ce qui équivaut & dire
que le cycle de o) contenant z est de longueur e). Par ailleurs, il est clair
que l'on a

(3) T =0].

Ces formules permettent, compte tenu des numéros 4.1 et 4.2 de déter-
miner de maniere algorithmique & partir du dessin combinatoire (E, g, 01)
la liste des composantes connexes de f(R), ainsi que la maniere dont les
demi-arétes se succedent sur chacune d’elles.

Remarques. 1) Les arétes de la triangulation T (ou de I'(R), ou de I'(R),
cela revient au méme) correspondent bijectivement aux éléments de (71)\F :
ala classe (71)(a, s) d'un élément (a, s) de F correspond 'aréte de T de type
{s(0), s(1)} paramétrée par a.
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2) Les sommets de la triangulation T (ou de I'(R), cela revient au méme)
correspondent bijectivement aux éléments de (o) \F : a la classe (0()(a, s)
d’un élément (a,s) de F correspond le sommet de T de type {s(0)} pa-
ramétré par 'élément (o4 ))a de (oy))\E.

3) Les sommets de I'(R) correspondent bijectivement aux éléments de
(to)\F : & la classe (19)(a, s) d’'un élément (a, s) de F correspond le sommet
de I(R) de type {s(0)} paramétré par I'élément (Es0)) (@, a) de (Xg(0)) \(EX
E) si {5(0),s(1)} = {0, 1}, par I'élément (¥;))(a,00(a)) si {s(0),s(1)} =
{0,000} et par I’élément <ES(0)>(a,af1(a)) si {s(0),s(1)} = {1,00}. 4) Soit
(a,s) € F. Soit e la longueur du cycle de 04(0) contenant a. La composante
connexe de I'(R) qui contient la demi-aréte paramétrée par (a, s) se com-
pose des 2e demi-arétes paramétrées par les éléments de F obtenus a partir
de (a, s) en appliquant alternativement les involutions 7y et 77.

5. Composantes connexes de I’ensemble des points réels d’une
composante irréductible de I

Soit C une composante irréductible de I'. Si C n’est pas géométriquement
irréductible, elle n’a pas de points réels ([2], §2.5.3, prop. 7). Supposons C
géométriquement irréductible, et notons ? sa normalisée. C’est une compo-
sante (géométriquement) irréductible de C et aussi une composante connexe
de T'. 1l en résulte que I'ensemble (~3(R) de ses points réels est ouvert et
fermé dans f(R) ; il est donc réunion d’un certain nombre de composantes
connexes de D(R).

L’orbite O de (¥9,%;1) dans E x E associée a C ([2], §2.1.1) est stable
par l'involution (a,b) — (b,a) de E x E ([2], §2.5.1). Notons Fp ’ensemble
des éléments (a, s) de F possédant I'une des trois propriétés suivantes : soit
{5(0),s(1)} = {0,1} et (a,a) appartient & O ; soit {s(0),s(1)} = {0,000} et
(a,00(a)) appartient & O; soit {s(0),s(1)} = {1,00} et (a,0;,'(a)) appar-
tient a O.

Il résulte de §3.4 et de §3.1 que Fp parametre les demi-arétes de I'(R)
contenues dans C(R) (ou ce qui revient au méme les demi-arétes de I'(R)
contenues dans C(R)). L’ensemble des composantes connexes de C(R)
est donc paramétré par (1, 71)\Fo. Nous savons déja que cet ensemble
peut étre vide (cf. [2], §2.5.3). Nous montrerons au numéro suivant par un
exemple qu’il peut étre de cardinal > 2.

6. Un exemple ou ’ensemble des points réels d’une composante
irréductible de I' n’est pas connexe

6.1. Description de I’exemple, par un dessin combinatoire et le
dessin d’enfant associé.
Considérons le dessin combinatoire (E, 0¢,01), ou
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E ={a,b,c,d,e, f,g,h,j},
(4) oo = (abed) (e) (f g) (h]),
o1 = (a) (bed f)(c) (gh) (j) -
On a oo =0y 07! = (ade) (bgjhfe).
Le dessin combinatoire (E, 0¢, 1) est donc connexe, de genre 0, et peut
étre représenté par le dessin d’enfant suivant :

()
1 0o/ 1 1 Q 1 Q 1

J
d

Figure 4

Pour laction du groupe (3¢, ¥1), E x E possede trois orbites O1, Oz, Os,
sur lesquelles ¥g, X1 et Yoo = X 121_1 opeérent comme suit (en écrivant zy
I’élément (z,y) de E x E pour alléger les notations)

EO|(91 = (CLCL, bd7 CC, db)(@e)(ff, gg)(hh7 j]) )
%101 = (aa)(bd, ee, db, [ f)(cc)(gg, hh)(j]) ,
2oo|(91 = ((ZCL, db7 66)(bd, g9, j.]u hh7 ff7 CC) 5

30|02 = (ab,ba,cd,dc)(ad,be, cb,da)(af,bg,cf,dg)(ae,be, ce, de)
(gh, 13)(5f, hg)(ea, ed, ec, eb)(fe, gb, fa, gd)(fh, g7)
(hj, jh)(jg, hf)(he, je)(eh,ej)(df,ag,bf, cg)
(fd, ge, fb, ga)(ch, dj, ah, bj)(jb, ha, jd, hc),

Y110y = (ab,af,ad,ae)(ba,ea,da, fa)(de, fe,be, ec)(cd, ce, cb, cf)
(dg, fh,bg, eh)(hg, gh)(be, eb, df, fd)(ed, de, fb,bf)(gj, hj))
(jh,jg)(hf, gd, he, gb)(je, jb, j f, d)(ag, ah)(ej, dj, f],bj)

(cg ch)(ge, he)(ga, ha),

YoolOy = (ab,de, ea)(ad, dg, ej, ah,df, ec)(ae, da, eb)
(af? dc’ €d7 ag? dj? eh)(ba7 gb7 j€7 ha7 fb7 Ce)
(bg, g, jh, hf, fe,cd)(be, gd, jg, hj, fh, cf)
(be7 ga7]b7 he? fa7 Cb)(bf7 gc7jd7 hg7 f]? Ch)
(b]’ gh?]f? hc7 fd7 CQ)?

E0|C)3 = (CLC, bba ca, dd)(efa eg)(fev g€)(dh, (Ij, bha C])(fga gf)
(hb, ja, hd, jc),
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Y1103 = (ac)(bb,ef,dd, fe)(ca)(eg,dh, fg,bh)(ge, hb, gf, hd)
(aj)(cj)(ja)(jo),

Eoc>|(93 = (GC, dda €g, (Ij, dh7 ef)(bb? gevjav hb7 f@, C(I)
(bh,gf, je,hd, fg,cj).

Ces orbites sont stables par 'involution xy — yz. Elles correspondent
donc a trois composantes irréductibles de I'(c), toutes réelles, i.e. a trois
composantes géométriquement irréductibles C;, Co, Cg de I'. Celles-ci sont
de genres 0, 6 et 1 respectivement.

Une triangulation adaptée du dessin d’enfant de la figure 4 est représentée
sur la figure 5 (qu’il convient de considérer comme complétée par un point a
Iinfini en lequel se rejoignent les branches infinies ; deux demi-arétes abou-
tissant en ce point sont opposées si les branches infinies correspondantes
ont des directions asymptotiques opposées). L’examen de cette figure per-
met, compte tenu de 4.2, de conclure que f(R) possede quatre composantes
connexes, dont les images dans I'(R) sont numérotées (1), (2), (3), (4) sur
la figure ci-dessous.

(2) (3) (2)
Figure 5

L’étiquetage des arétes de cette triangulation par des éléments de E x E;,
suivant la méthode décrite au §3.7, est la suivante :
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bf af gh
be jh

voir agrandissement
cr—dessous

I AVAIAY 0 L, 0o 1
ce N4 Ir 99 hh  1jj jj
cd hj
fd fg hg
Figure 6
be bb bf
ab eb
Q 1 o0 0
cc aa aa €ee ee ff
da de
ed dd fd
Figure 7

Il résulte du §5 que C; (R) est la composante connexe de I'(R) numérotée
(1) sur la figure 1, que Ca(R) est la composante connexe de I'(R)) numérotée
(2), et que ég(R) n’est pas connexe, mais est la réunion des deux compo-
santes connexes de I'(R) numérotées (3) et (4).

6.2. Description de ’exemple par une fonction de Belyi.
Considérons la fonction rationnelle f définie par

22zt a—1)((1-20)z + o~ 1)*((1 - 20)z + 3a — 3)°

(5) f(=)= (1-2a)(32z—a—1)3

ol a est la plus petite des deux racines réelles de ’équation 2a* — 40 —
2a+ 1 = 0, c’est-a-dire
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1 4
(6) a=3 (1 +V1431/3 _\/2 _31/3 4 \/71/3> ~0, 3985898695 . . .
1+3

On a

(z-1)*((1-20)z-a-1)*(2(1-20)23+6(a-1)22-3z+a+1)

(M) f)-1- e |

Le degré de f est 9 et 0, 1 et 0o ont respectivement 4, 5 et 2 antécédents
par f dans P!. Comme (44 5+ 2) —9 = 2, f est une fonction de Belyi,
i.e. définit un revétement ramifié P! — P!, non ramifié au-dessus de P! —
{0,1,00}. Le dessin combinatoire qui lui est associé est isomorphe au dessin
combinatoire (E, 09, 01) considéré au §6.1, (4) : cela se déduit du fait qu’il
est défini sur R, que les points au-dessus de 0, 1 et oo sont réels, qu’ils ont
mémes valences et se succedent sur la droite réelle dans le méme ordre que
ceux de la figure 6.

Les orbites de oy dans E parametrent les points de f~1(0) : aux orbites
{a,b,c,d}, {e}, {f,g}, {h,j} correspondent respectivement les points 0,

1—-a? 3(1-a)
"1-2a’ 1-2a
de f~1(1) : aux orbites {b,e,d, f} et {g,h} correspondent respectivement

1—«a . Les orbites de o1 dans E parametrent les points

les points 1 et , et aux orbites {c} {a}, {j} les trois racines (toutes

a
1 -2«
réelles) du polynome 2(1—2a)23+6(a—1)22 —3z+a+1, rangées par ordre
croissant. Les orbites de 04, dans E parametrent les points de f~1(oc0) : aux
orbites {a,d,e} et {b,g,7,h, f,c} correspondent respectivement les points
l1+a

3

Proposition 6.1. L'ouvert affine U= [[ A de [I P! s’%dentifie canoni-
C/R C/R

quement & un plan muni de coordonnées x, y. La trace de C3 sur U est la
courbe affine d’équation

—a2 —a2
(8) L 3<(21 —2)04)> — 0

et oo.

On obtient une équation de la trace de I" sur U en égalisant le numérateur
de Im(f(z + iy)) avec 0. Cette équation est polynomiale de degré 12. Son
premier membre est produit de 3 facteurs irréductibles, de degrés 1, 8 et 3,
qui sont les équations des traces sur U de Cp, Cq et C3 respectivement. La
proposition peut alors se démontrer en effectuant cette factorisation. C’est
a priori difficile sans ordinateur; c’est pourquoi nous allons présenter une
autre démonstration de la prop. 6.1 nécessitant moins de calculs.
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On sait a priori que la courbe Cg est lisse ([2], §. 2.4.4, th. 2) et que
sa trace sur U est une cubique (§7.2.4, exemple 2) symétrique par rapport
a l'axe y = 0 . Son équation est donc de la forme P(x) + 3y?Q(z), avec
deg(P) < 3 et deg(Q) < 1; en la multipliant par une constante, on se
ramene au cas ou le polynéme P est unitaire. Les racines de P sont les
abscisses des points d’inter2section de C3NU avec 'axe y = 0; on a donc

11—«
P(z) =z(z—1)(z — 1—2a)' )
Les orbites de ¥ dans O3 parametrent les points complexes de C3 = Cg

au-dessus de 0. Considérons en particulier les deux points correspondant
2

aux orbites {ef, eg} et {dh, aj, bh, cj}. Ce sont les points (1-a, tga)
et (o, %) de P! x P! lorsque 'on plonge la complexifiée de C3 dans

X x X* =~ P! x P!, Ce plongement (ou plus exactement la restriction
de ce plongement & Cs N U) s’écrit (z,y) — (x + iy,x — 1y). Les coor-

(1—a)(2—a) 3a(1—a)i)
2(1-2a) * 2(1—2a)

données (x,y) des deux points considérés sont donc (

3(1—a) 3(1—a)i
et (2(1—2&)’ 2(1-2a)
on obtient les relations

). En écrivant que ces points satisfont 1’équation de Cs,

Q((l —a)(2—a)) _ (a+D)(a—-2)
(9) 2(1 — 2(1) 6(1 — 2(1)
3(1—a), (a+1)(1-2a)
Q(2(1 - 2a))  6(1—2a)
o — 92)2
d’ou il résulte que Q(z) =z — 3((1—2)04) .

Remarque. Pour déterminer QQ, on peut aussi utiliser les arguments suivants.
Soit C I'adhérence de C3 N U dans P2. C’est une cubique projective dont
la normalisée est de genre 1; elle est donc lisse et isomorphe a C3 = Cs.
On peut démontrer directement qu’elle possede trois points a l'infini, qui
sont (0,1,0), (1,4,0) et (1,—4,0); cela implique que la partie homogene de
degré 3 de I'équation de C3N U est z(x? +y?), donc que le polynéme Q est
unitaire. La racine 8 de Q est I’abscisse de ’asymptote verticale de C3NU.
Lorsqu’un point (x,y) de C3N U, avec x, y réels, se déplace sur la branche
asymptotique en tendant vers l'infini, = tend vers 3 et |y| vers +o0; on a
donc

27f (z+i . : —a? 31—« a
e =(i0)° + (i) (62 — (1 — o+ 24285 + 2552 — 352) ) o(y?)

a— 2
= —y° + 6iy® (ﬁ - %) +o(y°),

d’ou 3 = 3((0{:225) puisque f(z + iy) est réel.
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6.3. Détermination de la fonction de Belyi f via ’étude de Cs.

Au numéro précédent, nous avions introduit ex abrupto une fonction ra-
tionnelle f et vérifié qu’elle était la fonction de Belyi de ’exemple considéré
(normalisée de sorte que 0 soit le zéro d’ordre 4 de f, 1 le zéro d’ordre 4
de f — 1 et oo le pole d’ordre 6 de f), mais nous avions pas indiqué com-
ment nous ’avions trouvée. Il existe des algorithmes pour ce faire, mais ils
conduisent a des calculs assez fastidieux, difficiles & mener sans ’aide d’un
ordinateur.

Nous allons dans ce numéro montrer comment 1’étude géométrique de la
seule composante irréductible C3 de I' permet de déterminer simplement
f. La fonction de Belyi recherchée est de la forme

Atz — ) (z — a1)? (2 — ag)?
(z—7)°

9

(10) f(z) =

Az — D)z = B0)*(z — 1) (z — B2)(z — B3)
(z=7)°

1) fe)-1=

)

les nombres «;, 3;, v et A étant réels et tels que
(12) b1 <0< fPa<y<ap<l<a <f<a<pfs.

D’apres la démonstration de la prop. 2 et la remarque qui la suit, la trace
de Cs sur le plan affine U a pour équation

(13) z(z—1)(z—a1) +y*(x—0)=0

o § = (ag+2a1+2as—37)/6. L’adhérence de C3NU dans le plan projectif
est un modele projectif plan de C3; son équation s’écrit, en notant z,y,t
les coordonnées homogenes,

(14) z(z —t)(z — aat) + y*(z — 6t) = 0.

La restriction de g(c) a la complexifiée de Cg est un revétement ramifié de
P!, non ramifié au-dessus de P! — {0, 1, 00}. Le dessin combinatoire associé
s’identifie a (O3, ¥0|O03,%1|03). Vu les formules donnant 4|03, 1|03 et
Yoo|O3 (cf. §6.1), le dessin d’enfant associé peut se représenter comme suit
(la surface de genre 1 sur laquelle il est tracé étant obtenue en identifiant
les cOtés opposés du carré).
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1
. af
0lJ° 1
hb  |ja hd hb
i ge
0
1
0/ Je 1
dd | ac bb dd
i ef
0
1
0| Il
bh  |cj dh bh
fg
0
Figure 8

On constate qu'un groupe cyclique d’ordre 3 de translations verticales
opere sans points fixes sur ce dessin. Le groupe correspondant d’automor-
phismes du dessin combinatoire est engendré par la permutation

(15) 7=(ac, ja, cj)(bb, hd, dh)(ca, jc,aj)(dd, hb,bh)(ef, ge, fg)(fe, gf, eg)

de O3 (qui commute a |03 et a ¥1|O3 et opere sans points fixes dans
I’ensemble des orbites de 4|03, de ¥1|O3 et de X|O3). Notons G le groupe
correspondant d’automorphismes du revétement g(c); il est stable par la
conjugaison complexe : le conjugué d’un élément de G est égal a son inverse.
On peut donc définir la courbe algébrique réelle quotient C = G\Cs; elle
est de genre 1. Le morphisme canonique 7 : C3 — C est non ramifié, et
le morphisme g : C3 — Ph, de degré 18, est le composé de 7 et d'un
revétement ramifié h : C — P%, de degré 6, non ramifié au-dessus de
PL —{0,1,00}.

Le dessin combinatoire associé au revétement ramifié (C, k) est canoni-
quement isomorphe & (E’, o{), o), ot E’ est 'ensemble (7)\E des orbites de
7 dans E, et ou les permutations o), o} de E' sont déduites de o¢, o1 par
passage au quotient. Posons

a = {ac, ja, cj}, b ={bb, hd, dh}, = {ca, jc, aj},
d = {dd7 hb, bh}? e = {efv ge, fg}a = {fe, 9f eg}'
On a alors
E/ — {a/’ b/, C/, d/, 6/, f/}’
of = (aV ¢ d)(e 1)
of = () d ()
ol =oh ol T = (dd f Ve,

Puisque le revétement (C,h) est défini sur R, la conjugaison complexe
définit une involution de E’ : celle-ci est (a’ ¢')(V')(d') (e’ f').

Le dessin d’enfant associé peut se représenter comme suit (la surface de
genre 1 sur laquelle il est tracé étant la encore obtenue en identifiant les
cOtés opposés du carré).
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f/

b d

Figure 9
On constate qu’il possede un automorphisme d’ordre 2, déduit de I’involu-
tion
(16) T =(d )V ) f)
de E' (qui commute & of, et & o]). Cette involution stabilise chacune des
deux orbites de o{), Iorbite & quatre éléments de o et I'unique orbite de
ol ; elle échange les deux orbites de cardinal 1 de ¢}. L’automorphisme
d’ordre 2 correspondant de C est défini sur R. Soit C’ la courbe quotient
de C par cet automorphisme. Elle est de genre 0. La surjection canonique
7/ : C — (' est un revétement de degré 2, ramifié en quatre points, et h est
le composé de 7’ et d’un revétement ramifié k : C' — Pk, de degré 3, non
ramifié au-dessus de P% — {0,1,00}.

Le dessin combinatoire associé au revétement ramifié (C’, k) est canoni-
quement isomorphe a (E”, o(,0f), ou E” est 'ensemble (7/)\E’ des orbites
de 7’ dans E/, et ou les permutations o(], of de E” sont déduites de oy, o}
par passage au quotient. Posons

al/ — {a/7 C/}, b// — {b/7 dl}, cl/ — {6/7 f/}

On a alors
/i 1 /! 1/
E"={d", V", '},

-1 -1
0_61 — (a// b”)(c”), Ui/ — (a”)(b” C”), Ugo — 0_6/ 0_/1/ — (a// y! C”),

et la conjugaison complexe opere sur E” suivant 'identité.

Remarque 1. L’involution
(ac, ca)(aj, ja)(bb, dd)(ef, fe),(eg, ge)(fg, gf)(jc, cj)(dh, hb)(hd, bh)

de E commute a g, o1 et a la conjugaison complexe, et est un relevement
de l'involution 7" de (E/, o), 7). Il lui correspond donc un automorphisme
d’ordre 2 de (Cs,g). Celui-ci engendre avec G un groupe H d’automor-
phismes de la complexifiée de C3, stable par conjugaison complexe et iso-
morphe & &3. Le morphisme 7’07 : C3 — C’ définit par passage au quotient
un isomorphisme de H\Cs sur C'.
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Le dessin d’enfant associé au revétement ramifié (C’, k) peut se repré-
senter comme suit

a/l bl/ Cl/

1 0 1 0

Figure 10

La courbe C’ posséde au-dessus de chacun des points 0, 1 et co un unique
point en lequel k est ramifié. On identifiera désormais C’ & Ph par l'iso-
morphisme qui applique les trois points précédents de C’ sur 0, 1 et oo
respectivement. Le morphisme k n’est alors autre que la fonction de Belyi

(17) k(z) = —2%(22 — 3),
(18) k(z) —1=—(z—1)2(2z+1),

et les quatre points de C’ représentés sur la figure 10 sont respectivement

— 0, 1, 3 Le morphisme 7/ : C — €’ est ramifié au-dessus des points 0,

3
1, 50 de C’, et non ramifié ailleurs.

Le morphisme composé 7’ o : C3 — C' s’interprete, lorsque C’ est iden-
tifiée a P%{, comme une fonction rationnelle sur Cs3, que nous noterons X.
Son diviseur est

(19) diV(X) =2A0 + 2A1 + 2A5 — 2Dy — 2D — 2D9,

ol Ag, A1, Ag sont les sommets de type 0 de C3(C) paramétrés par les or-
bites {ac, bb, ca, dd}, {hb, ja, hd, jc}, {dh, aj, bh, cj} de ¥y dans O3 res-
pectivement et Dg, D1, D2 les sommets de type oo paramétrés par les orbites
{bhv gf7 jC, hd? fga Cj}? {(IC, dd? €g, ajv dh7 Gf}, {bbv ge, jaa hbv fev CCL} de
Yoo (cf. figure 11 ci-dessous). Les coordonnées homogenes de ces points dans
le modele projectif plan de C3 introduit au début de ce numéro sont

a9 iOéQ

( O) 0 (0707 )a 1 ( 9 9

71)7 A2:(7 7ﬂ1>

(21) Dy = (0,1,0), D; = (1,4,0), Ds = (1, —1,0).
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BY
Ay B,
BY
oDy A/2
B
Ao Bo
By
oD Al
B
,|A2 Bg
B2.DO AQ
Figure 11
On a de méme
(22) le(X — 1) = 2By 4+ 2B1 + 2By — 2Dy — 2D1 — 2D,
3
(23) div(X — 5) = 2A( + 2A + 2AL, — 2Dy — 2Dy — 2D,

ou Aj, Aj, AS sont les sommets de type 0 de C3(C) paramétrés par les
orbites {fg, gf}, {ef, eg}, {fe, ge} de ¥y dans O3 respectivement et By,
Bi, B2 les sommets de type 1 paramétrés par les orbites {bb, ef, dd, fe},
{ge, hb, gf, hd}, {eg, dh, fg, bh} de X;. Les coordonnées homogenes de ces
points sont

A6 - (041,0 1)7 BO = (1707 1)7
(24) A} = (2ofer i(on— 00)71)7 B, = (302-&-17 Z’(1—250)71)7
A/2 _ (a0+a1 1(040 al),l), By = (502-*'1’ 1(502*1)’1)‘

La restriction a la courbe Cs du fibré O(1) sur le plan projectif est un
fibré inversible de degré 3; les coordonnées homogenes z, y, ¢ peuvent étre
considérées comme des sections de ce fibré dont les diviseurs sont

(25) le(g) = 2Ay + Do, dlv(g) =Ap+ A6 + Bo, dlv@) = Do+ Dq + Ds.

Par ailleurs, on a

(26) div(z — %z) = A1 +As+ Dy, div(z — t) = 3Dy,
1
(27) div(g — /60;_ t) = By + By + Dy, div(g — t) = 2By + Do,
ag + ag

(28)  div(z — = A+ AL+ Dy, div(z — ait) = 2A) + Do.

)
Nous allons maintenant exprimer X en termes des fonctions rationnelles
r =x/t et y = y/t. Vu les relations précédentes, on a

div(X) = div(z) + 2div(z — 1) — 2div(t) — div(z — dt)

(29) = div(z) + 2div(z — 7) div(z —4).
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Il existe par suite une constante p telle que

x(x — %)2 ‘

(@ — 6)

On démontre de méme, par comparaison des diviseurs, que l'on a

(-De-22 3 (@)@ e
p(x — ) 2 w(x —9d)
La premiere de ces égalités se traduit par les relations
3 —2an 5 (g — 1)?
4 T 20 -3

En substituant ces valeurs de p et § dans la seconde, on obtient

(30) X =

31) X—1=

(32) fo=az—2, p=

3 3
(33) ag+2a1 = o, a1(2a0+a1) = 5(2042—3), al(ao—i—al)z = 5(0&2—1)2.

Des deux premitres égalités de (33), on tire a1 (202 — 3a) = 3(2a2 — 3),
c’est-a-dire
3(2a2 — 3)
4 =1 =/
(34) 2= %201 - 3)

La derniere relation de (33) peut alors se récrire o (ap — 1) = 3(ag —

1)2, c’est-a-dire a3 (207 — 3) — 2a(2a% — 3) + (203 — 3) = 0, ou encore, en
remplagant ay par son expression (34) en fonction de aj,

3(2a2 — 3)? = 3(2a1 — 3)(2a3 — 3),

(35) i.e. 4af — 2403 + 3602 — 2401 + 9 = 0.
De (34) et (35), on déduit que 'on a
042(012 — 2)
36 == “/.
(36) 1 200 — 3

Il est commode pour comparer ces résultats a ceux de 5.2 d’exprimer
tous les nombres précédents en fonction de @ = 2= On a

2000—3"
3(1 — ) 1—a?
= - = ) =1- )
B1) =55 M= 00 0 “
1+ 3 (2—a)?
pu— ) == —-———— ) 5 = ———
(38)  bo=1—5, F= 740~ 20) 3(1 - 2a)

En remplagant ces expressions dans la seconde relation (33), on obtient
I’équation algébrique satisfaite par «

(39) 20% —40® —20+1=0.

Cette équation a deux racines réelles dont 'une est < 1 et 'autre > 1.
Comme on sait que «q est positif, a est la plus petite de ces deux racines.
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De la relation § = (ag 4+ 2a1 + 2a2 — 377) /6 énoncée au début de ce numéro,
on déduit la valeur de 7 :

1+ a

=

Si un point complexe de C3N U a pour coordonnées (z,y), on a f(z+iy) =

(40)

_2a2y2
—X2(2X—-3)ou X = % ; lorsqu’un tel point tend vers le point & I'infini
de coordonnées homogenes (1, —i,0), z tend vers l'infini, X est équivalent

1 2
& —, x+iyd 2r et f(z+iy) A A(22)%; on a donc 20X = ——, d’o
I I

2(1 — 2a)?
27
Nous avons ainsi déterminé tous les coefficients de la fonction de Belyi f.

(41) A=

Remarque 2. Notons By, Bjj, B}, BY, B,, BY, les sommets de type 1 de
C3(C) paramétrés par les orbites {ac}, {ca}, {ja}, {jc}, {cj}, {aj} de ¥;
dans O3 respectivement (cf. figure 11). Les coordonnées homogenes de ces
points sont

Bl = (ﬁ1+ﬁ2 Z(/31 B2) 1), Bl (B1+,32 z(52 61) 1),
(42) B| = (52-1-53 1(52 83) 1), Bl = (/31+ﬂ3 1(51 B3) 1),

B, = (ﬁ1+ﬁ3 l(ﬂa ) 1)’ B! = ([324-/33 z(53 B2) 1)

On a
1
(43) div(X+§):B6+B3+B’1+B’1’+B’2+B’2’—2D0—2D1—2D2,

(44) div(z — ﬁl;@) L+ Bl =Dy — Dy,
(45) div(:r—%): ' +Bj —D; — Dy,
(46) div(z — 21 ;ﬂ?’) " 4By~ D, —Ds,
(47) div(z — §) = 2Dy — Dy — D5.

On en déduit que l'on a
(1) < 1 _ (z — ﬁ1-§ﬁ2)($ _ ﬁz-;%)(x _ ﬁ1-§ﬁ3) .

2 (@ — 9)
Si I'on note R(x) = 23 — s122+ 592 — 83 le polynome (z— 31)(x— B2)(x— B3),
la relation (48) s’écrit

0 —1
(49) z(x — =) + E(x —90) = §R(81 — 2x)
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d’ou 'on déduit s; = ag, s9 = 2, s3 = 2u(as — 29), c’est-a-~dire

3(1— ) 3 a+1
20 = -2, =, - __—-T- .
(50) 17 oa 27 751 - 2a) %= 751 - 2a)
On retrouve ainsi le facteur de degré 3 de I'expression (7) de f — 1.

Remarque 3. Le calcul de f présenté dans ce numéro explique la forme tres
simple que prennent les coeflicients des différents facteurs de f et f — 1
dans les formules (6) et (7), lorsqu’on les exprime en fonction de .

Remarque 4. Identifions comme-ci-dessus la courbe C’ & la droite projec-
tive. Les points 0o, 0, 1 et % de C’ ont chacun un unique antécédent par
h dans C. Notons O I'antécédent de co. La courbe C, munie du point ra-
tionnel O est une courbe elliptique ; ses trois points d’ordre deux sont les
antécédents de 0, 1 et % par h. Il existe une fonction rationnelle sur C,
unique a multiplication prés par une constante, ayant pour seul pdle un
pole triple en l'origine et s’annulant en chacun des points d’ordre 2. Sa
composée avec le morphisme canonique 7 : C3 — C est une fonction ra-
tionnelle Y sur C3 dont le diviseur est Ag + A; + Ay + Af + A} + AL +
Bop + By + B2 — 3Dg — 3D + Dgy. Vu les relations (25) a (28), on peut la
normaliser en prenant

(@ = ) - 25 (@ — g

Y=y z—0

et 'on a alors 5
Y2=—X(X-1)(X - 5)-

Cette équation fournit un modele de Weierstrass affine de C, les expressions
de X et Y en fonction de z et y décrivant le morphisme 7 : C3 — C dans
ce modele.

Remarque 5. L’automorphisme d’ordre 2 de Cs considéré dans la remar-
que 1 est (z,y) — (z, —y).
Remarque 6. L’automorphisme d’ordre 3 de la complexifiée de C3 associé
a la permutation 7 définie dans la formule (15) est
—z+1y + ag Six—y—iag)

2 ’ 2 ’
7. Composantes irréductibles de I'¢) : degré en genre 0, classe

dans Pic (X x X*)

() = (

Apres un § 7.1 consacré a des rappels sur les diviseurs, le groupe de
Picard et ses propriétés de fonctorialité, nous reprendrons les notations
des chapitres précédents. Toute composante irréductible C de I'(c) est un
diviseur de X x X*. Nous notons [C] sa classe dans le groupe de Picard
Pic(X x X*)
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Au § 7.2, nous considérons le cas ou la courbe X est connexe et de genre
0, i.e. isomorphe & P!. Dans ce cas Pic(X x X*) s’identifie & Z x Z et [C] &
un couple d’entiers appelé le bidegré de C; nous 'exprimons en termes de
lorbite O de (X9, 1) dans E x E associée a C. Le choix d’un isomorphisme
X ~ P! permet de considérer la trace de C sur le plan affine A x A, C’est
une courbe affine dont nous calculons le degré ; il dépend du point de X qui
correspond au point & I'infini de P! par I’isomorphisme choisi.

Au § 7.3, nous considérons le cas ou X est connexe de genre quelconque.
Dans ce cas, la structure du groupe de Picard de X x X* est plus compliquée :
on dispose d’une suite exacte canonique

0 — Pic(X) x Pic(X*) — Pic(X x X*) — Hom(Jac(X), Jac(X*)) — 0,

ou Jac(X) désigne la variété Jacobienne de X ; les fleches sont précisées au
§ 7.1.6. Nous montrons par un exemple que les images des classes [C] des
composantes irréductibles C de I'(¢y dans Hom(Jac(X), Jac(X*)) peuvent
étre non nulles bien que leur somme soit 0.

7.1. Rappels sur le groupe de Picard.
Dans ce paragraphe, S désigne une variété algébrique complexe irréduc-
tible non singuliere (i.e. un schéma de type fini sur C, irréductible et lisse).

7.1.1. Diviseurs (de Weil).

Un diviseur irréductible de S est par définition un sous-schéma integre
Z de codimension 1 de S. La donnée d’un tel sous-schéma équivaut a celle
de son point générique, c’est-a-dire d’un point z de du schéma S tel que
Os, . soit de dimension de Krull 1; 'anneau Og, est alors un anneau de
valuation discrete.

On appelle diviseur (ou plus précisément diviseur de Weil) de S tout
élément D =), mzZ du groupe abélien libre construit sur I'ensemble des
diviseurs irréductibles de S. Le support de D est la réunion des Z tels que
myz # 0. On dit que le diviseur D est effectif si tous les entiers my sont > 0.
On dit que D est supérieur & un diviseur D’ si D — D’ est effectif.

Soit Z un diviseur irréductible de S et z son point générique. La valuation
de I'anneau local Os ., se prolonge de maniere unique en une valuation
discrete normée vy sur le corps des fonctions rationnelles sur S.

Si f est une fonction rationnelle non nulle sur S, I’ensemble des diviseurs
irréductibles Z tels que vz(f) # 0 est fini. Le diviseur ), vz(f)Z se note
div(f) et s’appelle le diviseur de f. Les diviseurs de cette forme sont dits
PTINCIPAUT.

L’ensemble des diviseurs principaux est un sous-groupe du groupe des di-
viseurs de S. Le groupe quotient s’appelle le groupe des classes de diviseurs
de S.
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7.1.2. Diviseurs de Cartier.

Soit K le faisceau constant sur S des fonctions rationnelles. Un diviseur
de Cartier de S est par définition un sous-Og-module localement libre de
rang 1 de K. Il est dit effectif s’il contient Og, principal s’il est libre.

L’ensemble des diviseurs de Cartier de S est muni d’une structure de
groupe abélien dont la loi de composition est (Z, J) +— ZJ. Les diviseurs de
Cartier principaux en forment un sous-groupe; le groupe quotient s’appelle
le groupe des classes de diviseurs de Cartier de S.

Soit D = ), mzZ un diviseur de Weil de S. Notons Og(D) le sous-Og-
module de K défini comme suit : ses sections sur un ouvert non vide U de
S sont les fonctions rationnelles f sur S dont le diviseur est supérieur & —D
sur U, i.e. telles que wvz(f) + mz > 0 pour tout diviseur irréductible Z qui
rencontre U. Le fait que S soit lisse implique que Og(D) est un Og-module
localement libre de rang 1, i.e. un diviseur de Cartier de S.

L’application D — Og(D) est un isomorphisme du groupe des diviseurs
de Weil de S sur celui des diviseurs de Cartier de S, par lequel les diviseurs
effectifs (resp. principaux) se correspondent. On en déduit par passage au
quotient un isomorphisme entre les groupes des classes de diviseurs de Weil
et de Cartier.

7.1.3. Le groupe de Picard.

On appelle module inversible sur S un Og-module localement libre de
rang 1. L’ensemble des classes d’isomorphisme de modules inversibles sur
S, muni de la loi de composition déduite du produit tensoriel, est un groupe
abélien appelé le groupe de Picard de S et noté Pic(S).

L’application qui & un diviseur de Cartier Z sur S associe la classe d’iso-
morphisme du Og-module 7 est un isomorphisme du groupe des classes de
diviseurs de Cartier de S sur Pic(S).

Il en résulte, d’apres 7.1.2, que 'application qui a un diviseur de Weil D
sur S associe la classe d’isomorphisme du Og-module Og(D), souvent notée
[D], est un isomorphisme du groupe des classes de diviseurs de Weil de S
sur Pic(S).

7.1.4. Propriétés de fonctorialité du groupe de Picard.

Soient S et T deux variétés algébriques complexes irréductibles non sin-
gulieres et u un morphisme (de C-schémas) de S dans T.

On définit un homomorphisme de groupes u* : Pic(T) — Pic(S) en asso-
ciant a la classe d’un Op-module inversible £ celle du Og-module inversible
déduit de £ par le changement de base u.

7.1.5. Le groupe de Picard d’une courbe projective irréductible.

Soit S une courbe projective lisse et irréductible. Un diviseur de S n’est
alors autre qu'une combinaison linéaire D = ) _mgs (& support fini et &
coefficients dans Z) des points fermés de S. L’entier ) m s’appelle le degré
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du diviseur D et se note deg(D). Tout diviseur principal est de degré 0. Le
groupe des classes de diviseurs de degré 0 de S s’identifie canoniquement
au groupe des points complexes de la jacobienne Jac(S) de S.

7.1.6. Le groupe de Picard du produit de deux courbes projectives irréduc-
tibles.

Soient S et T deux courbes projectives lisses et irréductibles sur C. No-
tons Jac(S) et Jac(T) leurs jacobiennes. Notons p et ¢ les projections de
Sx T sur S et T respectivement. Si s € S, notons as le morphisme ¢ — (s, )
de T dans S x T.

D’apres [1], chap. 11, §5, th. 5.1, il existe une suite exacte

0 — Pic(S) x Pic(T)-2Pic(S x T)-2-Hom(Jac(S), Jac(T)) — 0,

ou a(&,n) = p*(&) + q*(n) et [ est caractérisé par la propriété suivante :
si € est un élément de Pic(S x T) et u son image par (3, Papplication u :
Jac(S)(C) — Jac(T)(C) déduite de u par passage aux points complexes
applique la classe d'un diviseur ) n;s; de degré 0 sur S sur ) n;aj, (§).

7.2. Degré des composantes irréductibles de I' ¢ lorsque X = Pl.

Nous reprenons maintenant les notations du §1. Dans ce paragraphe,
nous supposons de plus que la courbe X est connexe et de genre 0. Les
groupes Pic(X) et Pic(X*) sont alors canoniquement isomorphes a Z et le
groupe Pic(X x X*) & Pic(X) x Pic(X*), donc & Z x Z. La classe d'un
diviseur D de X x X* peut ainsi étre représentée par un couple (d',d")
d’entiers relatifs, que 1'on appelle le bidegré de D.

7.2.1. Buidegré d’une composante irréductible C de I'c).

Soit C une composante irréductible de I'(c). Notons O l'orbite de (¥, 1)
dans E x E qui lui est associée par la bijection (1) de [2]§2.1.1. Par le
plongement canonique de I'(c) dans X x X*, C s’identifie a un diviseur
irréductible de X x X*.

Proposition 7.1. Le bidegré de C est (dc,dc), ot dc = Card(O)/n.

Soit (d',d") ce bidegré. L’entier d” est le degré de a’(O(C)), ot x est un
point fermé quelconque de X et a, : X* — X x X* le morphisme y — (z,y);
c’est donc le degré dc du morphisme n¢ : C — X déduit par restriction
de la premiere projection. Celui-ci a été déterminé [2] §2.4.2 : il est égal a
Card(O)/n. De méme, d' est le degré du morphisme 7y : C — X* déduit
par restriction de la deuxiéme projection; il est aussi égal a d¢ (loc.cit.,
remarque 2).

7.2.2. Définition du degré d’une composante irréductible de I (), lorsque
X =PL

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposons qu’un isomorphisme de
X avec la droite projective a été choisi, et nous identifions X & P! par cet
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isomorphisme. Le revétement ramifié f : X — P! est alors une fonction de
Belyi de la forme P/Q, ou P et Q sont des polynomes premiers entre eux,
avec (Q unitaire ; son degré n est égal a sup(deg(P), deg(Q)).

Soit U l'ouvert [[ A! de [IP!. 1l s’identifie canoniquement a un plan
C/R C/R
affine défini sur R, muni de coordonnées x, y. Lorsqu’on identifie le com-

plexifié de [P aP!x P!, le complexifié de U s’identifie & A! x Al qui
C/R

est un plan affine défini sur C, muni de coordonnées z, z’. On prendra garde
que ces coordonnées ne coincident pas avec x, y, mais que 'on a z = x + 1y,
2 =x—1y.

La trace de I" sur U est une courbe affine dont une équation, dans le
systeme de coordonnées (z,y), s’obtient en écrivant que le numérateur de
la partie imaginaire de f(x + iy) est nul, c’est-a-dire

2%(1’(93 +iy)Q(z +iy) — Q(z + iy)P(x + iy))z 0.

Une équation de la trace de I'(c) sur Uic) ~ A' x A', dans le systeme
de coordonnées (z,2') est P(2)Q(2') — Q(2)P(z') = 0, ou P et Q sont les
conjugués des polyndomes P et Q.

Les traces sur A' x Al des différentes composantes irréductibles de I'io)
ont pour équations dans les systémes de coordonnées (z,y) et (z,2') les
facteurs irréductibles (sur C) des équations précédentes. Leurs adhérences
dans P2 sont des courbes projectives planes irréductibles (en général sin-
gulieres), dont les équations, dans les systémes de coordonnées homogenes
associés (z,y,t) et (z,2,t), sont les homogénéisées des équations affines
précédentes.

Soit C une composante irréductible de I'(c). Le degré de I'équation affine
de CN(A! x A') (dans le systeme de coordonnées (x,%) ou (z,2'), cela
revient au méme) sera appelé par abus le degré de C : c’est le degré de la
courbe projective plane C, adhérence de C N (Al x A') dans P2.

7.2.3. Calcul du degré d’une composante irréductible de Iy, lorsque X =
Pl

Reprenons les notations du numéro précédent. Soit C une composante
irréductible de T'(c). Notons m(C) la multiplicité de C en le point (oo, c0)
de P! x P! (avec par convention m(C) = 0 si C ne passe pas par ce point,
ce qui est par exemple le cas lorsque C n’est pas réelle).

Proposition 7.2. Le degré de C est 2dc — m(C)

Pour le démontrer, nous comparerons la classe [C] de C dans Pic(P!xP1)
ala classe [6] de C dans Pic(P?). Rappelons que 'on identifie Pic(P! xP!) &
Z? (les classes des diviseurs formés par des droites verticales et horizontales
s’identifiant respectivement & (1,0) et (0,1)) et Pic(P?) & Z (la classe du
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diviseur formé par une droite de P? s’identifiant & 1). Ceci fait, [C] s’identifie
a (dc,dc) d’apres la prop. 7.1 et [@] au degré § que nous cherchons a
déterminer.

Soit u : S — P! x P! I’éclaté de P! x P! en (00, 00) ; soit D = u~! (00, 0)
son diviseur exceptionnel. Le groupe de Picard de S peut étre identifié a
Z3 de telle sorte que les classes du transformé strict D’ de {0} x P!, du
transformé strict D” de P! x {cc} et de D s’identifient respectivement &
(1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1). L’homomorphisme u* : Pic(P! x P1) — Pic(S)
s’identifie alors a (a,b) — (a,b,a +b).

La restriction de u & u~!(A! x A!) se prolonge en un morphisme v :
S — P2. Ce morphisme applique D sur 1 a droite & l'infini de P2, et
D’ et D” sur sur les points de P? de coordonnées homogenes (1,0,0) et
(0,1, 0) respectivement (dans le systeme de coordonnées (z, 2/, t)). Le couple
(S,v) s’identifie & I'éclaté de P2 en ces deux points. L’homomorphisme
v* : Pic(P?) — Pic(S) s’identifie & a — (a, a, a).

Soit Z la transﬁ)rmée stricte de la courbe C par u. C’est aussi la trans-
formée stricte de C par v. Notons m’ et m” les multiplicités de C en (1,0, 0)
et (0,1,0) respectivement. On a

w*([C]) = [Z] +m(C)[D],  v*([C]) = (2] +m'[D] + m"[D"],
dot (de, de, 2dc) — m(C)(0,0,1) = (8,6, ) m/(1,0,0) —m”(0,1,0). il en
résulte que 'on a 6 = 2dc — m(C) et m’ = m” = dc — m(C).

Remarque. Lorsque C n’est pas réelle, on a m(C) = 0. Lorsque C est réelle,
m(C) est le nombre de points de C(R) dont I'image par I'application com-
posée
C(R) — C(R) — I'(R) — X(C) = P}(C)

est le point & I'infini de P'(C). C’est aussi le nombre de paires de branches
infinies de directions asymptotiques opposées de la courbe algébrique réelle
affine (CNU)(R). On peut expliciter ce nombre suivant la position du point
a l'infini de P'(C) par rapport & la triangulation canonique de T :

a) Le point a Uinfini de P1(C) est situé sur une face de la triangulation T

Cela équivaut a dire que f(co) n’appartient pas a la droite projective
réelle, i.e. que 'on a deg(P) = deg(Q) et que le coefficient dominant A de
P n’est pas réel. Dans ce cas le point & l'infini de P!(C) n’appartient pas &
I'(R) et 'on a m(C) = 0.

b) Le point a linfini de P1(C) est situé sur une aréte de la triangula-
tion T

Cela équivaut a dire que f(oco) appartient a la droite projective réelle et
est distinct de 0, 1 et oo, i.e. que 'on a deg(P) = deg(Q) et A # 1. Dans
ce cas le point & l'infini de P!(C) appartient & une unique aréte de T. On
a m(C) =1 si cette aréte est contenue dans C(R) et m(C) = 0 sinon.
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c) Le point a linfini de PY(C) est un sommet de type 0 (resp. 1; resp. 0o0)
de T

Cela équivaut a dire que f(o0) est égal a 0 (resp. 1; resp. 00), i.e. que
I'on a deg(P) < deg(Q) (resp. deg(P) = deg(Q) et A = 1; resp. deg(P) >
deg(Q)). Dans ce cas le point & l'infini de P!(C) correspond & une or-
bite A de (og) (resp. (01); resp. (0s)) dans E, et m(C) est le cardinal de
(Xo)\((A x A)NO) (resp. (E)\((A X A)NO); (Boo)\((A x 00(A)) N O).

7.2.4. Partie homogéne de plus haut degré de l’équation affine de C, lorsque
X =PL

Conservons les notations des numéros 7.2.2 et 7.2.3. Il résulte de la
prop. 7.2 que l'équation de la courbe algébrique affine C N (A! x Al)
(dans chacun des systémes de coordonnées (z,y) et (z,2')) est de degré
2dc — m(C). Si C est réelle, on choisit pour chaque paire de branches
infinies de (C N U)(R), de directions asymptotiques opposées, une forme
linéaire £; en x, y qui est une équation de la droite vectorielle parallele a
ces directions.

Proposition 7.3. La partie homogene de plus haut degré de l’équation de
CN(A! x Al) dans le systeme de coordonnées (z,y) est un multiple scalaire
de
m(C)
($2 + y2)dc—m(C) H gj )
j=1

Au cours de la démonstration de la prop. 7.2, nous avons vu que la courbe
Ca pour multiplicité dc — m(C) en les points de coordonnées homogenes
(1,0,0) et (0,1,0) dans le systéme de coordonnées (z, underlinez’,t), i.e.
(1,4,0) et (1,—4,0) dans le systeme de coordonnées (z,y,t). Il en résulte
que la partie homogene de plus haut degré de 1’équation de C N (A! x Al)
est multiple de (22 + yQ)dC_m(C). Elle est aussi multiple de chacune des
formes linéaires ¢;. Comme son degré est 2dc —m(C), la prop. 7.3 s’en suit.

Remarque. 1 résulte de la prop. 7.3 que, hormis en les deux points (1,4, 0)
et (1,—,0) (dans le systeme de coordonnées (z,y,t)), la droite a 'infini

de P? ne coupe C qu’en des points lisses et transversalement. Il en résulte
que chaque branche infinie de C(R) est asymptote & une droite (qui est la
méme pour des branches infinies de directions asymptotiques opposées).

Ezxzemples. 1) Reprenons le dessin combinatoire du § 3.8, défini par E =
{a,b,c,d,e} , 09 = (a)(bc)(de) et o1 = (ab)(cd)(e).
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L’ensemble E x E possede trois orbites sous I'action de (¥g, 1) :
O = {aa,bb, cc,dd, ee},
Oy = {ab, ac,bd, ce, de, ed, ec, db, ca, ba}
et

O3 = {ad, ae, be, cd, dc, eb, ea, da, cb, be}

Les multiplicités de composantes irréductibles de I'(c) en (0o, 00) dépen-
dent du systeme de coordonnées choisi. Ce dessin est totalement ramifié
au-dessus de 'infini et on peut imposer a I'unique élément de la fibre au-
dessus de l'infini d’étre en I'infini. Auquel cas, compter les multiplicités en
(00, 00) de chaque composante revient a compter le cardinal de (X0)\O;
(1 <i<3). Comme

Yoo = (aa,cc,ee,dd,bb)(ac, ce, ed,db,ba)(ae, cd, eb, da, bc)
(ad, cb, ea, dc, be)(ab, ca, ec, de, bd),

on a m(Cy) =1, m(Cz) = 2, et m(Cs) = 2. Par ailleurs d¢, = 1, dc¢, = 2,
dc, = 2 (chacun étant égal au cardinal de O; divisé par 5). Il en résulte
que les degrés de ces composantes sont respectivement 1, 2 et 2.

On retrouve ces résultats par un calcul direct. En effet, une fonction de
Belyi associée & (E,00,01) est le polynome f(z) = 82° — 102% + gz + %
On a A

F(2) = 2+ 1422 =25 — 12 = 8 T1 (= + cos 221,
2 n=0 9
Cela signifie que P'(C) muni du graphe bicolorié f~1([0,1]) est isomorphe
au dessin de départ. (La fonction de Belyi précédente a été normalisée de
telle sorte que le sommet gauche du dessin, le sommet droit du dessin et
le point & I'infini correspondent respectivement aux points —1, 1 et co de
Pl(C).)

L’image réciproque de P!(R) par f est une courbe correspondant & la
figure 3 du §3.8. Elle a trois composantes irréductibles : une droite hori-
zontale et deux hyperboles. Cela se voit en décomposant Imf(z + iy) en
facteurs irréductibles : on trouve

54+2V5 5 3+V5., 5, 5-2V5, 3-5
Y g @ Y g )
Les degrés des facteurs irréductibles sont bien égaux a 1, 2 et 2.
Enfin, les parties homogenes de plus haut degré de ces composantes sont
respectivement

Imf(z+iy) = 40y (2 —

Yy pour O,
(sin(mw/5)x — cos(m/5)y) (sin(4w/5)x — cos(4m/5)y) pour Os,
(sin(2mw/5)x — cos(2m/5)y) (sin(37/5)x — cos(3w/5)y) pour Os.
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2) Reprenons le dessin combinatoire et les notations du §6.1

On a respectivement dc, = 1, dc, = 6, dc, = 2. Les multiplicités en
(00, 00) de chaque composante dépendent du systéme de coordonnées choisi.
Si on décide que le point P au-dessus de l'infini d’indice de ramification 6
se trouve & l'infini, alors la multiplicité en (oo, 00) d'une composante C;
est égale au nombre d’éléments de (X)\O; dont l'image dans (00)\E X
(o5 )\E correspond au point P. Ainsi, on a m(Cy) = 1, m(Cz) = 4 et
m(Cs) = 1. On en déduit que les degrés des courbes représentées sont
respectivement 1, 8 et 3.

On en déduit entre autre que les parties homogenes de plus haut degré
sont respectivement

y pour O1,
(2 4 y?)% (2% — 3y?) (322 — y?)/16  pour Oy,
(2% 4+ y?)zx pour Os-

7.3. Le cas ou X est connexe de genre quelconque.

Dans ce numéro, nous supposons que X est connexe, de genre quelconque.
On note Jac(X) la jacobienne de X et Jac(X*) celle de X*. Rappelons
(cf. §7.1.6) que l'on dispose d’une suite exacte canonique

(1) 0 — Pic(X) x Pic(X*) — Pic(X x X*) — Hom(Jac(X), Jac(X*)) — 0,

Toute composante irréductible C de I'(c) est un diviseur de X x X*. Nous
notons [C] sa classe dans Pic(X x X*) et uc I'image de [C] dans le groupe
Hom(Jac(X), Jac(X*)).

7.3.1. La somme des uc est nulle.
Considérons sur X x X* la fonction rationnelle ¢ = fop; — f*opo, ot Py
et po sont les projections sur X et X*. Le diviseur de ¢ est

div(p) = ZC — Z eg i} x X* — Z ey, r+X % {y},
C z€f~1(c0) ye(f*) " (o0)

ol e, s et e, p+ désignent les indices de ramification de f et f* en z et y
respectivement. Il en résulte que I’élément ) ~[C] de Pic(X x X*) appartient
a I'image de Pic(X) x Pic(X*) par la premiere fleche de (1), donc que 1'on a

Zuc:O.
C
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7.3.2. Certains des uc peuvent étre non nuls.

Nous allons dans ce numéro montrer par un exemple que, bien que la
somme des uc soit nulle, certains des uc peuvent étre non nuls.

Prenons pour X la courbe elliptique d’équation homogene y?t = 2 + ¢3
dans P2 et pour f le morphisme (z,y,t) — (y + t,2t) de X dans P!,
Alors (X, f) est un revétement ramifié de degré 3 de P!, non ramifié¢ au-
dessus de P! — {0,1,00}. L’ensemble f~1(0) (vesp. f~1(1); resp. f~1(c0))
possede pour seul point (0, —1,1) (resp. (0,1,1); resp. (0,1,0)), et I'indice
de ramification de f en ce point est 3.

Le dessin combinatoire associé a ce revétement est isomorphe a (E, g, 07)
ou E ={a, b, ¢} et 09 = 01 = (abc). Le dessin d’enfant correspondant peut
étre représenté comme suit :

(étant entendu que la surface sur laquelle il est tracé, qui est de genre 1,
est le tore obtenu en identifiant deux & deux les cotés opposés du losange
représentés en pointillés). Le dessin d’enfant triangulé correspondant peut
étre représenté avec les mémes conventions comme suit :

Pour I'action du groupe (3¢, ¥1), E x E possede trois orbites O1, Oz, O3
sur lesquelles Xy et Xjopeérent comme suit (en écrivant zy 1’élément (z,y)
de E x E pour alléger les notations)

20’01 = Z31|(91 = (CLCL, bC, Cb)a
20’02 = Z31|(92 = (bb7 ca, CLC),
0|03 = 31|03 = (cc, ab, ba) .

Ces orbites sont stables par I'involution zy — yx. Elles correspondent
donc a trois composantes irréductibles Cy, Cg, C3 de I'(¢), toutes réelles.

Comme la courbe X est définie sur R, elle est canoniquement isomorphe
a X* et I s’identifie alors a I'image réciproque de la diagonale de P! xP!
par le morphisme f x f : X x X — P! x P!, Ces identifications étant faites,
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C1, Cq, C3 s’identifient respectivement aux graphes de Idx, v et u?, ou u
est automorphisme (z,y,t) — (jz,y,t) de X, avec j = _1%“@

Comme X est de genre 1, nous pouvons identifier la jacobienne Jac(X)
a X, I'élément neutre de Jac(X) correspondant au point & l'infini (0,1, 0)
de X. Identifions de méme Jac(X*) a X*, donc a X. Il résulte alors de
'alinéa précédent que les morphismes uc,, uc,, uc, de Jac(X) dans Jac(X*)
s’identifient & Idx, u et u?. En particulier, ils sont tous trois non nuls.
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