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Resumen

Demostramos que el problema de Pick en H* y el dlgebra del disco
A(T) son equivalentes. Presentamos la extensién del problema a alge-
bras uniformes estudiada por Cole-Lewis-Wermer, y damos una respues-
ta para el 4lgebra del disco y una medida dominante.
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Abstract

We prove that the Pick’s problem in H* and the disc algebra A(T)
are equivalent. Moreover, we introduce the extension of the problem to
uniform algebras studied by Cole-Lewis-Wermer and give the answer in
the case of the disc algebra and a single dominant measure.

Key words and phrases: Character, Gelfand space, uniform algebra,
dominant measure.

1 Introduccion

Si My, ..., M,, son puntos fijados del disco D = {z € C : |2| < 1}, w1, ..., w,
son nimeros complejos, B(z) = f1...0, donde §;(z) = 12_]\% es el factor de
M,
B(z)

Blaschke con cero M; y g;(z) = /=35 para j = 1,...,n entonces, la funcién
J
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n

F(z) =) w; léu(le)gj(Z)

j=1

satisface las condiciones:

F € H o sea, es analitica y acotada en D, y

F(M;) = w;paraj=1,..,n

En [2], se demuestra que la funcién § puede identificarse con su restriccién
aT = {z € C:|z| =1}, siendo esta restriccién una funcién interna que da
origen al espacio modelo Es := H?> © BH? de dimensién n, y al operador
modelo Tj : Eg — Ejs definido por Tsf := Pge' f para f € Ez donde Pj es
la proyeccién ortogonal de H? sobre Eg Las funciones gi, ..., g, forman una
base algebraica de Ej3 y son autovectores de T3, de modo que la funcién F'
pertenece a Iz y la férmula precedente es el desarrollo de F' respecto de la
base formada por estos autovectores, ademéds esta F' no sélo pertenece a H
sino es también continua en DU T = D, es decir, F pertenece al dlgebra del
disco A(T), de las funciones continuas en T que tienen extensién analitica a
D.

Recordamos que el problema de Pick es:

“Fijados My,....,M,, € Dy wy,....,w, € C dar condiciones necesarias y
suficientes para que exista F' € H tal que

[|[Flloo <1y F(M;) =wj para j =1,...,n".

Este problema se plantea en el dlgebra del disco en los siguientes términos:
“Fijados Mi,...,M,, € Dy wi,...,w, € C dar condiciones necesarias y
suficientes para que dado € > 0 exista F' € A(T) tal que

|Flloo <1l+e y F(M;)=w; paraj=1,...,n".

En este articulo se presenta una demostraciéon de la equivalencia de estos dos
problemas y se aclara la relacién entre el espacio modelo Eg y el dlgebra A(T).

Planteamos el problema estudiado por Cole-Lewis-Wermer en 1992, acerca
de la extensién del problema de Pick a dlgebras uniformes [3], y damos una
respuesta para A(T).
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2 Notaciéon y Resultados Basicos

Sea A un algebra de Banach conmutativa con unidad 1, A* su espacio dual.
Recordamos que una sucesién {F,,},>1 C A* se dice que converge débil — * a
un elemento F' € A* si,

lim F,(z) = F(x) para todo = € A.
Definicién 2.1. Un elemenento F' € A* se dice que es un caracter de A si, y
sélo si, FF #0, F(x-y) = F(x)F(y) para todo z,y € A.
El espacio de Gelfand de A o Espectro de A es

Y(A):={F € A" : F es caracter de A}.

El espacio X(A) es cerrado en la Topologia débil —x* y por lo tanto, es compacto
en esta topologia.

La transformada de Gelfand de un elemento x € A es la funcién
% : 3(A) — C definida por Z(F) := F(z) para F € %(A) y tiene las
siguientes propiedades:

a) Para cada x € A, & es una funcién continua.
b) [[#]|oc := sup{[Z(F)| : F € E(A)} < ||z][co-

¢) A:={i&:z € A} scpara puntos de £(A), es decir, si Fi,F, € $(A) y
Fy # F» entonces existe z € A, tal que Z(Fy) # Z(F3).

d) La aplicaciéon A : A — C(3(A))

Ax:=Z paracadax € A

(donde C(X(A)) denota el dlgebra de las funciones continuas en ¥(A)) es un
homomorfismo de dlgebras continuo.

Si F € ¥(A) entonces, el nicleo de F es un ideal maximal y reciprocamente
se prueba que todo ideal maximal es niicleo de un caracter F' € 3(A). De
manera que identificando F con su ntcleo se puede decir que X(A) es el
espacio de los ideales maximales.

Un ejemplo bésico importante, es el dlgebra A = C(X) de las funciones
continuas a valores en C, definidas en un conjunto compacto Hausdorff X, con
la norma de la convergencia uniforme, para esta dlgebra se prueba:
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a) (C(X))* ={ p: medidas finitas de Borel en X} (Teorema de represen-
tacién de Riesz).

b) D(C(X)) = X.

c) FeX(C(X)) si, y sblo si, existe x € X tal que para toda f € C(X)

PP = 6:(7) = fla) = [ £ (05, (1)
donde §, es la medida de Dirac.

Resulta de b) que todo F € ¥(C(X)) es dado por un elemto = € X, es
decir, F = F, donde F,(f) = f(z) para toda f € C(X). Si f € C(X) la
transformada de Gelfand de f verifica:

f(FZ) =F.(f) = f(z) para todo F, € X(C(X)).

Luego, identificando los F, con los x € X, se puede decir
f: f para toda f € C(X).

Ademsds del ejemplo anterior, son importantes las subélgebras de C'(X), y
en particular, las llamadas algebras uniformes.

Definicién 2.2. Se llama dlgebra uniforme sobre X a toda subdlgebra A C
C(X) (X compacto Hausdorfl) tal que:

a) A contiene a las funciones constantes

[1f1]a := sup{|f(z)] : # € X}.
b) A separa puntos de X.

En general, si A C C(X) es dlgebra uniforme, entonces

la aplicacién E : X — 3(A) definida por E(x)f := f(z) es un homeomor-
fismo de X en E(X).

Es de especial interés el algebra A(D) := H>°(D) N C(D) de las funciones
continuas en DU T y holomorfas en D que se identifica con el dlgebra

~

A(T) :={f € C(T) : f(n) =0 para n < 0}.

Toda f € A(T) tiene extensién holomorfa tnica, f tal que:
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fe AD) (2.1)
=1 (2.2)
7] =171 (2:3)

y reciprocamente, dada f€ A(D) existe una tnica f € A(T) que verifica (2.2)
y (2.3). O sea, A(T) es el conjunto de las funciones continuas en T que tienen
extensién analitica Unica a D, de manera que A(T) ~ A(D) y si f € A(T) y

M €D, f(M) significa f (M) donde }?‘T -
El espacio de Gelfand o espacio de los ideales maximales de A(T) ~ A(D)
es conocido, se sabe que

S(A(D)) = S(A(T)) = DUT. (2.4)

Un estudio completo de las dlgebras de Banach puede verse en [1], [5] y
[6].

3 El problema de Pick en el dlgebra A(T)

Tal como se dijo en la introduccién el problema de Pick en A(T) es:
“Fijados Mi,...,M,, € D y ws,...,w, € C dar condiciones necesarias y
suficientes para que dado € > 0 exista F' € A(T) tal que

|Fllo <1+e y F(M;)=w; paraj=1,..,n".

Demostraremos que el problema de Pick en H*(D) y el dlgebra A(T) son
equivalentes.
Sean My, ..., M,, puntos de D fijos. Para lo que sigue, M = (M, ..., M,,),
H>* =H>D), A=A(T) y w= (wi,...,w,) con w; € Cparai=1,..,n.
Sean

D(H®)(M) = {w e C":IF € H® | ||Flloc <1y F(M;) =w;, j=1,..,n}

D(AYM) = {weC" :Ve>0IF € A| |Flloc <1+ey F(M;) =w;, j=1,..,n}
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los conjuntos de soluciones del problema de Pick en H* y A, respectivamente,
para la n-upla M de los puntos fijados en D.
Sean

NH®)(w) :=inf{||F||ec : FF € H® y F(M;) =w,; para j =1,...,n}

N(A)(w) == inf {||Flloo : F € Ay F(M;) = w; para j =1,..,n}.
Entonces,
Lema 3.1.  a) N(H>)(w) y N(A)(w) son normas en C".
b) w e D(H®)(M) si, y sélo si, N(H™)(w) < 1.
¢) w e D(A)(M) si, y sélo si, N(A)(w) < 1.
d) D(H>)(M) y D(A)(M) son cerrados en C™.
e) N(H®)(w) = N(A)(w).

Demostracién

b) Si w € D(H®)(M) entonces, existe f € H> tal que ||f|loc < 1y
f(M;) = w; para j = 1,...,n. Luego, N(H*)(w) < || f||ls < 1. Recipro-
camente, si w € C" es tal que N(H*)(w) < 1 entonces, para cada
m = 1,2,.. existe f,, € H® tal que f,,(M;) = w; para j = 1,...,n
Y [fmlleo < 1+ L < 2. Asf pues, la sucesién {fin},,»; C H® y es
uniformemente acotada, entonces por el teorema de Montel, tiene una
subsucesion { fy,, },~; convergente a una funcién f € H* tal que

f(M;) = kILH;O S (M) =w; paraj=1,...n
[[flloc <1, 0sea, we D(H>)(M).

¢) Si w € D(A)(M) entonces, para todo € > 0 N(A)(w) < 1+ ¢ lue-
go, N(A)(w) < 1. Reciprocamente, sea w € C" tal que N(A)(w) <1
entonces, para todo € > 0 existe f € A que verifica

f(M;)=w;paraj=1,..ny|fllc < NA(w)+e<1+e

luego, w € D(A)(M).
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d) N(H*)(w) < N(A)(w) es consecuencia de A C H*.
Dado ¢ > 0 existe f € H* tal que

f(M;)=w; paraj=1,...ny||fl]lecc < NH™)(w)+e.

Sean a = ||fllec y B={v € C": N(A)(v) < a}.Paracadar,0<r <1
sean f(z) = f(rz) y v" = (v{,...,v;) donde vj = f(rM;) para j =1
y ooy T

entonces, f. € A,v" € B, lim v" = w y como B es cerrado w € B, por
r—1-

lo tanto,

N(A)(w) < ||fllee < N(H*)(w) + & Tuego N(A)(w) < N(H*)(w). O

Proposicién 3.1. Si D(H*®)(M) y D(A)(M) son los conjuntos de soluciones
del problema de Pick en H>® y A, respectivamente, para la n-upla M de los
puntos fijados en . Entonces, D(H*®)(M) = D(A)(M).

Demostracién w € D(H™)(M) si, y sélo si, N(H*)(w) < 1 si, y sélo si,

N(A)(w) < 1si,y sélo si, w e D(A)(M). O
Proposicién 3.2. Sean § = (..., donde §;(t) = fit;.tr;_ para j = 1,...,n
J
e
I'={feA:f(M;)=0 paraj=1,...,n}
entonces,

a) I es un ideal cerrado en A.
b) I =0A={8f:fe€ A} y tiene codimension n.
¢) El espacio cociente
A/L:={[f]: f € A} donde [f]:={gcA:g—fel}=f+1

es un dlgebra de Banach con unidad con las operaciones [f] + [g] =
f +9l, clf]l =lef] v [f]-l9] = [f9] para f,g € A, ¢ € C y la norma dada

por
LA == inf {[lg]l : g € [f]} = dist(f,]).

d) Dado w € C", N (A) (w) = ||[fw]l| donde f, € A y  fu (M;) = w;
para j =1,...,n.
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Demostracién

b) Si f € I entonces, % =g € Aluego, f = Bg € BA o sea, I C BA.
Reciprocamente, si f € BA entonces, f = [fg donde g € A y para
j: 1,...,7’L f(Mj) :ﬁ(Mj)g(Mj) =0.

d) Sea w € C™. Si f € [f,] entonces,

f="Jfw+gdondegely f(M;)=fu(M;)=mw,
para j = 1,...,n por lo tanto, N (A) (w) < ||[fw]]] -
Reciprocamente, dado ¢ > 0 existe g € A tal que g (M;) = w; para

j=1...nylgl, < N(A)(w)+ e Entonces, f, —g=hely
9 € [fuwl lego, [|[fulll < gl < N (A) (w) +e. O

La proposicién 3.1 establece la equivalencia del problema de Pick en H*>
y el dlgebra del disco A (T).

La existencia de una funcién f,, € A tal que f, (M;) = w; para j =
1,...,n es consecuencia de ser A un dlgebra uniforme, especificamente de la
propiedad de separar puntos de D.

Como Y (A) = D entonces, My, ..., M, € D si, y sélo si, Far,, ..., Fu, €
> (A) luego, paratoda fe Ay j=1,...,n

f(M;) = Far, (f) = f (Fa,) (3.1)
de manera que identificando M; con Fj;, podemos escribir para f € Ay
j=1...,n R

f (M) = M; (f) = f(M;) (3.2)

en consecuencia,
I={feA:f(M;)=0paraj=1,...,n}.

La proposicién 3.2 y el comentario anterior nos permite plantear el pro-
blema de Pick en los siguientes términos.

“Fijados Mi,...,M, € > (A) y wi,...,w, € Cy dada la clase [f,] tal
que para toda f € [f,], f(M;) = w; para j = 1,...,n. Dar condiciones
necesarias y suficientes para que

Ifwlll <17

La formulacién precedente del problema de Pick en A (T) nos da una idea
de como debe plantearse el problema en un algebra uniforme abstracta.
A continuacion presentaremos esa formulacion.
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4 Problema de Cole-Lewis-Wermer

Sea X un conjunto compacto Hausdorff y sea A un dlgebra uniforme sobre
X. Entonces, A es un &lgebra uniforme sobre > (A) y por lo tanto, dados
elementos distintos My,..., M, € > (A) y ntmeros complejos wy,...,w,
existe f € A tal que

f(M;)=wj paraj=1,...,n.

Sea

I:= {fEA:f(Mj):Oparajzl,...,n}

entonces, I es un ideal cerrado en A y tiene codimensién finita n.

El espacio cociente asociado a I, A/I, tiene dimensién finita n, es un
dlgebra de Banach conmutativa con unidad con las operaciones entre clases
dadas por

[f1+19l =1f +gl, clfl = [cfl, [f].l9] = [fg] para f,ge Ay ceC

y la norma definida por

A1 = inf {llgll = g € [f]} = dist (f, 1)

Fijados Mj,..., M, € Y (A) distintos y ndmeros complejos wy,...,wy,
existe la clase [f,,] tal que para toda g € [f,] §(M;) =w, paraj=1,...,n.

El problema de Cole-Lewis-Wermes [3],[4] es:

“Fijados My, ..., M, € Y (A) distintos y wy,...,w, € C y dada la clase
[fw]. Dar condiciones necesarias y suficientes para que

Ifwlll <17

A continuacién daremos una respuesta a este problema para el dlgebra
A(T).

Sea m la medida de Lebesgue en la circunferencia unitaria normalizada.
En lo que sigue, L? = L2(m), || f||2 = ( 027r |f (t) |2dm)/2, B es el producto de
Blashke con ceros M, ..., M, y A= A(T). Observemos que

H?>=14A (4.1)
BH?> =0BA=T (4.2)
H? o BH? = (BH?)" = (I)* = Ej (4.3)
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donde las clausuras son respecto de la norma de L2?. Asi pues, SH? es la
clausura del ideal I en la norma de L? y el espacio modelo, Eg, es el ortogonal
en H? del ideal I, y H? tiene la descomposicién

H?>=T10 Es.
Los caracteres My, ..., M, (ver (3.1) y (3.2)) verifican
M (D) < 1
paratoda fe Ay j=1,...,n.

Usando la férmula integral de Cauchy se obtiene, para toda f € Ay
i=1...,n

2 N
. 1
M‘ = M = emt fdm
S =500 = [ 1) T
0
denotando por ¢; (t) = ﬁTet para j = 1,...,n, resulta que
J
M; (f)={(f.e;) paraj=1,...,ny fe A (4.4)
usando la desigualdad de Schwartz obtenemos:
1 .
\M; ()l < 7 Iflly paraj=1,....ny f €A (4.5)
1= [M;]
Sic= méx{ﬁw 1j= 1,...,n}. Obtenemos

1
2

27
M, ()] < e /|f(t)\2dm paraj=1,...my feA  (46)
0

O sea, los caracteres My, ..., M, son también continuos en la norma de
L?. En general se tiene:

Definicién 4.1. Una medida de probabilidad u en T se dice dominante si
existe una constante ¢ > 0 tal que paratodo j=1,...,ny fe A

2

|M; (f)] <e /lf(t)\2du
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Observemos que (4.6) dice que la medida de Lebesgue, m, es dominante.
El término de medida dominante fue introducida por Cole-Wermer en [4].
Para la medida dominante, m, tenemos los siguientes resultados.

Proposicién 4.1. Si 3 es el producto de Blashke con ceros My, ..., My, I =
BA(T) y Eg = H? © BH? entonces,

a) 1 € Eg donde 1 es la funcién 1(z) = 1 para todo z € T.
b) INA(T) C I o sea, I es cerrado en A(T) en la norma de L2.
Demostraciéon

a) Es consecuencia del teorema de Cauchy.

b) Sean f € A(T) y {fm}m>1 C I tales que lim ||f — fn||, = 0. Usando
(4.4) resulta para j =1,...,n

1
|f (M) = [{f = fmoe)| < W |f = fmlly = 0 sim — occ.

Luego f(M;)=0paraj=1,...,ny f el O

Como fue establecido en [2] y senalamos en la introduccidn, el conjunto
V' ={91,...,9n}, donde

— paraj=1,...,n
et — ;P
es una base algebraica de Eg tal que

Tpg; = Mjg; paraj=1,...,n

y el conjunto V = {ey,...,e,} donde

ej (t)

:mparajzl,...,n

es una base de Eg tal que
Tie; = M je; para j=1,...,n.
Para cada G € H* el operador G (1) : Eg — Eg definido por

G (T)e:= PgGe para e € Eg
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donde Pj es la proyeccién ortogonal de H? sobre Eg, verifica para j = 1,...,n
G(Ts)g; = G(Mj)g;
G(Ts)" ej = G(Mj)e;.

Si f € A(T) C H*™ denotamos por Sy al operador f (1) y se tiene:

Proposicion 4.2. Si 3 es el producto de Blashke con ceros My, ..., M,, I =
BA(T) y Eg = H? © BH? entonces,

a) Para cada f € A(T) Sy e L(Eg) y IS5l < Ifll -
b) Para todo f, g€ A(T) yceC
Sef+g = S5+ 5
Stg =515y
S1=1g,
donde 1g, es el operador identidad de Eg.
¢) Si f €1 entonces, Sy = 0.
Se deduce de la proposicién anterior que:

Syyg =Sy paratoda f € A(T) ygel.

Por lo tanto, para cada clase [f] € A/I el operador Sy : Eg — Eg definido
por Sye := Sye para todo e € Eg estd bién definido, y se tiene:

Proposicién 4.3. Si (3 es el producto de Blashke con ceros My, ..., My, I =
BA(T) y Eg = H*> © BH? entonces,

a) Para cada [f] € A/1, Sy € L(Eg) y ||| < A1l
b) Para toda [f],[g] € A/T yceC

Secifi+lgl = Si+ S
Sig = S50
S[l] = 1E[3-

O sea, la aplicacion S : AJ/T — L (Eg) definida por

S ([f]) = Sty para [f] € A/T

es una representacion continua del dlgebra A/I por operadores en Eg.
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c¢) La representacion S ([f]) = Siy es un isomorfismo. Es decir, si Siy) = 0
entonces, [f] = [0] = I.

Demostracién

c) Si Siy) = 0 entonces, Sjsje = Pgfe = 0 para todo e € Eg. Luego, fe € I
para todo e € Eg, por lo tanto f € I N A(T) C I de donde resulta
[fl1=1. O

La respuesta al problema de Cole-Lewis-Wermer para el dlgebra A (T) y
la medida dominante m es:

Teorema 4.1. Fijados My, ..., M, € > (A(T)) distintos y w1, ...,w, € C,
y dada la clase [f,] tal que para toda g € [fw] g (M;) =w; para j=1,...,n.
Las siguientes condiciones son equivalentes

a) |I[fw]ll < 1.
b) ||l < 1.

. 1—w;wy . . .
¢) La matriz ( —~ es positiva semidefinida.
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