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Resumen

Combinando la Teoria de los Operadores Modelos, formas de Hankel
y Teorema de Nehari, se dan condiciones necesarias y suficientes para
que el problema de interpolacién de Pick tenga solucién. Relacionando
éstas con una condicién de unicidad para las extensiones Hahn-Banach
de funcionales, se logra una condicién necesaria y suficiente para la

unicidad de las soluciones del problema de Pick.
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1 Introduccion

Si M, ..., M, son n puntos fijados del disco D = {z € C: |z| < 1} entonces
para toda n-upla de ntmeros complejos wy, ..., w, existe una funcién F €
H>(D) (es decir, una funcién holomorfa y acotada en D), tal que F'(M;) = w;
para j =1,...,n.

Pick plante6 (1916) [11] el problema de interpolacién:

Fijados M, ..., M, de D y nimeros complejos wy, . .., w, dar condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de una funcién F € H* (D) tal que

|F(z)| <1, VzeD y F(M;)=wj;, j=1,...,n.

La condicién dada por Pick es que sea no negativa la matriz dada por

(o),

L =wjwi / ; j—a

Posteriormente, D. Sarason (1967) [12] enfocé este resultado mediante la
Teorfa de los Operadores Modelos (ver definicién mds abajo) y lo relacioné
con una desigualdad para operadores probada por V. Neumann en 1951 [14].
Adamjan-Arov-Krein (A-A-K) (1971) [1] estudiaron el problema en forma
mas completa, enfocandolo mediante la Teoria de formas de Hankel y el Teo-
rema de Nehari. Més recientemente, Cole-Lewis-Wermer [4] extendieron la
teoria a Algebras Uniformes.

En este articulo se presenta una exposicién nueva de la teoria que com-
bina los enfoques de Sarason y Adamjam-Arov-Krein, que se basa en el Teo-
rema de Nehari, y aclara la relacién del ultimo teorema con las extensiones
Hahn-Banach de funcionales, lo que permite, usando un criterio general para
unicidad de extensiones Hahn-Banach, dar una nueva condicién de unicidad
para el problema de Pick.

En un articulo posterior, se presentard una generalizaciéon de la teoria,
antes mencionada, de Cole-Lewis-Wermer, en un marco méas general donde
en vez de algebras uniformes se consideran espacios vectoriales uniformes. El
criterio de unicidad dado aqui se aplica atin en este marco més general.

2 Espacios y Operadores Modelo
Sea T'={z € C: |z| = 1}. Para todo p € [0, o0] se define

H? .= {f e LP(T) : f(m) =0 si m <0}
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en particular, H* = H? N L>(T). Para toda f € HP existe una tnica
fe HP(D) tal que

—~

fe™) = lin% f (re) c.t.e™  (limite no tangencial) (2.1)

y, reciprocamente, dada /];6 HP?(D) existe f € HP que verifica (2.1).

Una funcién 0 € H* se dice interna si |6(t)] = 1 c.t.p. Las funciones
internas maés simples son los factores Blaschke

it
it e — M
(& = Y
Bt 1— Mett

donde M € D; la funcién holomorfa correspondiente 3, se caracteriza por la

propiedad 3 (D)= D y |B(z)] =1si z € T y tiene un dnico cero M en D.

El espacio H? es un espacio de Hilbert, por ser subespacio de L? (T'), y su
complemento ortogonal se designa con H2 = L?(T) © H?. Las proyecciones
ortogonales de L2(T) sobre H? y H? son denotadas por P, y P_ respec-
tivamente. Sea P el conjunto de los polinomios trigonométricos en 7', los
subespacios vectoriales P; = PN H? y P, = PN H?2 son densos en H? y H?
respectivamente.

Sea e,(t) = e para cualquier entero n. El operador S : H? — H?
dado por Sf := e, f, para f € H?, se llama Shift de H? o Shift unilateral
y su adjunto S* : H? — H? est4 dado por S*f = P (e_1f) para f € H? .
Los espacios S-invariantes estan caracterizados en los siguientes Teoremas de
Beurling [2, 6, 7, 10, 13].

Recordamos que un subespacio E C H? es S-invariante cuando S(E) C E.

Teorema 2.1. El subespacio E C H? es S-invariante si y sélo si existe una
funcién interna 0 € H* tal que E = 0H? := {0f : f € H?}.

Teorema 2.2. E C H? es S-invariante y tiene codimension finita menor o
igual que n si y sdlo si existe un producto finito de Blaschke 8 = (1 ... Bk,
donde k < n, tal que E = SH?.

Sea E = 6H? un espacio S-invariante, £y = H? © E de manera que
H? = E® Eg y sea Py : H?> — Fjy la proyeccién ortogonal de H? sobre Ejg.
Los espacios Ey se llaman Espacios Modelos y los operadores Ty : Ey — Ejy,
dados por Ty := Py, 5, SON compresiones de S a Fy, que sustituyen al shift
en Ey, y se llaman Operadores Modelo. Para su operador adjunto tenemos:
Ty =St

|Eo”
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Proposicién 2.1. Sea 0 € H™ un funcién interna. Entonces, para cada
feH? Pyf =0P_0f.

Cuando N "
e — My e — M,
0(t) = B(t) = . _n
() = A() 1— Mjett 1— M,et
es un producto finito de Blaschke con ceros simples My, ..., M, resulta, usan-
do el Teorema 2.2, que el espacio modelo Eg tiene dimensién finita n.
Para cada G € H* sean G(Tp) : Eg — Eg, G(T}) : Eg — Eg dados por

G(Tp)f = P3G,
G(T;)f = P4G'f, donde G'(z)=G(z).
Proposicién 2.2. (Cdlculo funcional para T3):
a) G(Tp), G(T}) € L(Eg) para cada G € H*.
b) Si Q(e) = ag + are’ + -+ + apme™t entonces
Q(Tp) = aol + a1 T + -+ + an 1}y,
Q(T}) = aol + arTj + -+ + anT5™.
¢) SiGe H®, {Qum}tm>1 CP1 yQn — G en la norma de L?, entonces
Qm(Tp) — G(1p), Qu(Tj) — G(Tj) fuertemente en Eg N H™.
d) G(Tp)* = P,G = G'(T}).

Proposicién 2.3. Ezxiste una base de Eg, V = {e1,...,e,}, formada por
vectores propios de T tal que

1 S
a) Cada ey, satisface ey (t) = ———— con valor propio My, cero de 3 para ca-
1 — Meit
1
da k=1,...,n. Los productos escalares satisfacen: (ey,ej) = ————
1— MpM;

para cada k,j=1,...,n.

b) Para cada G € H*,G(T}) es un operador de multiplicacion con multipli-
cadores G(M,), . ..,G(M,).

¢) Para cada G € H*, G(T3) es una contraccion (es decir |G (Tg)|| < 1) si
y sdlo si es positiva semidefinida (p.s.d) la matriz

(1 - G(MﬂG(Mk))”

LM )
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d) Para k=1,...,n las funciones gi(t) = ﬁ(t)ﬁ verifican:
1. g € Eg,
2. Tagr = Mgy,
3. gk €5) =0 si k# 7,
4- gk, ex) = C # 0.
Poniendo g}, = igk, k=1,...,n, resulta que V' = {g{,...,9,,} es una

base biortogonal a V.
Las demostraciones de estas proposiciones pueden verse en [3].

3 Formas de Hankel, el Teorema de Nehari y
extension Hahn—Banach

Una forma de Hankel es una forma sesquilineal B : H2 x H2 — C tal que

B(e1f,g):B(f,e_1g), V(f,g)GHQXHz.

B es, por definicion, acotada si:

— su |B(f>9)| . 2 % 2 00
131 sup { {7 < (1) € (2 = (0h) x (122 - (o) } <

y se tiene [B(f, g)| < | B|| [If|l2 llgll2, V(f.g) € H? x H2.
Si B es acotada, estd asociada a un tinico operador acotado I' : H? — H?
que verifica:

(T'f,g) = B(f,g) para toda f € H*,g € H” (3.1)

[Tl = (1B (3.2)
Por ser B de Hankel, I" verifica
Teif = P_eil'f, Vfe H> (3.3)

Reciprocamente, si I' : H2 — H? es un operador acotado que verifica (3.3)
entonces su forma sesquilineal asociada B, dada por (3.1) y que verifica (3.2),
es de Hankel. Por esta razén a los operadores que verifican (3.3) se les llama
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operadores de Hankel. Un estudio de estos operadores puede verse en [10] y
[13].

Por ser P; x Py denso en H? x H2, una forma de Hankel acotada queda
determinada por su restriccion a Py x Py. Si ¢ es una funcién tal que fT fgodt
existe para todo (f,g) € P1 x Py entonces By : P; x P, — C dada por

By(f,g9) :== [ fgodt
/

es una forma de Hankel.
A la funcién ¢ se le llama simbolo de la forma de Hankel y a By forma de
Hankel asociada a ¢. Las siguientes propiedades son inmediatas.

1. Bs(f,9) = 0 ¥Y(f,g) € P1 x Py siy sélo si gﬁ(n) =0 Vn < 0o
equivalentemente si y sélo si P_¢ = 0.

2. Si ¢1,¢2 € L? entonces By, = By, siy sélosi ¢; —¢a =h € H?siy
sblo si P_¢1 = P_¢s.
(a) Si¢p € L?y ¢_ = P_¢ entonces By = B,_.
(b) Si ¢ € L? y ¢ = P_¢ entonces, para toda h € H?, By = By, =
By .
3. Si ¢ € L> entonces By es acotada y || Byl < ||@]|cc-

(a) Si g€ L™, ||Byl| < dist(¢, H®) := inf{||¢ — h||eo : h € H®}.
(b) Sig¢1, ¢ € L®y By, = By, entonces dist(¢1, H*®) = dist(¢pa, H>).

Si B : P1 x Py — C es una forma de Hankel acotada, definimos el funcional
Iy : e1P1 — C mediante Iy(eq f) := B(f,e—_1). Este funcional verifica Iy(fg) =
B(f,g9) Y(f,g9) € P1 x Py Iy es, por definicién, el funcional asociado a B, se
tiene:

[Lo(er f)l = [B(f,e-1)[ < B - [ler fll2-

Luego, Iy es acotado en la norma de L2 y ||Iy]| < ||B||. Por el teorema de
Hahn-Banach Ij se extiende a un funcional acotado en L? y por lo tanto existe
oo € L? tal que

B(f.g) = Io(fg) = / Fgoodt
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para toda f € P1, g € P2y [[éoll = [Io|| < [|B]. Designando con P; i = 1,2
a la clausura de P; en la norma || f|| := sup{|f(¢)| : t € T} y suponiendo
normalizada la medida de Lebesgue, se obtiene:

[Lo(f9)| = [B(f,9)] < 1Bl [ flloc 9o

y B puede extenderse a P; x Py C L? x L? preservando la norma. A la
extensién la seguimos denotando B.
Con las condiciones anteriores se prueba:

Lo (£l
£l

La demostracién puede verse en [3]

Lema 3.1. sup{ cfe 61771} =|1B]-

Teorema 3.1 (Nehari [9]). Si B : Py x Po — C es una forma de Hankel
acotada. Entonces existe ¢ € L™ tal que ||¢]lo = || Bl ¥

B(f,9) = Bo(f,9) = /f§¢dt V(f.g) € P1 x Ps.

Demostracion. Si B es acotada entonces por el Lema 3.1 el funcional asociado
Iy es acotado en e;P; C L' respecto de la norma de L'. Por el teorema de
Hahn-Banach I se extiende a un funcional continuo en L' preservando su
norma y por lo tanto existe ¢ € L* tal que

16loe = Il < 1Bl v B(f.g) = Io(f5) = / faodt

para todo f € Py, g € Po. Como B = By también ||B|| = ||Bsll < ||@]lcc-
Luego [[B]| = [|loc- N

Corolario 3.1. Si B = By con ¢ € L™ entonces || B|| = dist(¢, H*®).

+o0 .
Recordamos que para toda f € L2, f ~ > cpe'™, la serie converge a f

n—=—oo

2 2 _ by 2
en L2y [fllz = > lenl®.

n=—oo

Las proyecciones Py f, P_f y la conjugada f estan dada por:

+oo
P, f= Z cne'™, (3.4)
n=0
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-1
Pof= Y cpe™, (3.5)
B +oo -1
f=—i Z cne™ i Z cpe™. (3.6)
n=1 n=-—00

Como consecuencia inmediata de (3.4), (3.5) y (3.6) se obtiene

P = golif —ico + ). (3.7)

El conjunto ~
L*+L*®:={u+7:u,veL>®}

es la clase BMO. Dos funciones f,g de esta clase se dicen equivalentes si
difieren en una constante. El espacio BMO es la clase BMO médulo las
funciones constantes. Un estudio del espacio BMO puede verse en [6] y [13].

Corolario 3.2. Si ¢ € L? By es acotada si y sélo si ¢ = P_¢ € BMO.

Para una forma de Hankel acotada B fija, la funcién ¢ € L del teorema
de Nehari no es en general tinica. Un famoso teorema de Adamjan-Arov-Krein
(A-A-K) establece que tal ¢ es unica siy sélo si ¢ € H* 4+ C(T') (donde C(T)
es el espacio de las funciones continuas en T).

A continuacién daremos otra condicién de unicidad. Esto serd ampliado
mas adelante.

Consideremos el funcional I asociado a B. Como se sabe,

Lo(f) < Cllfllh, VfeePr e Relo(f) <CO|flli, Vf€eiPy,
Io(f) = Relo(f) —iRelo(if), Vf € eiPy.

Poniendo I (f) = Relo(f), resulta que I; es el funcional lineal real asocia-
do a B. El lema 3.1 dice que B es acotada si y s6lo si I7 es acotado en e; P
respecto de la norma de L' y, por el teorema Hahn-Banach esto equivale a que
exista un funcional real I] en L' que verifica I](f) < C|f|l1, Vf € L' y ex-
tiende a Iy, lo que equivale a |I1(f)| < C||f|1, f € L', o sea, I1(f) = [ fodt
con ¢ € L™ y ||¢]lc < C. Asi pues, las ¢ de la tesis del teorema de Nehari

estdn en correspondencia biunivoca con las extensiones Hahn-Banach de I; a
L'. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.3. Dada la forma de Hankel acotada B, la ¢ del Teorema de
Nehari es inica si y sdlo si el funcional lineal real I (f) = Relo(f) f € e1Ps
asociado a B, tiene una tunica extension I a L' que verifica I}(f) < C| f|1.
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Teorema 3.2 (Nehari, [9], [10]). T': H?> — H2 es un operador de Hankel
acotado si y solo si existe ¢ € L tal que ||9|loc = |T|| v Tf = P-of,
Vf e H?.

A la funcién ¢ también se le llama simbolo del operador de Hankel T y se
denota por 'y al operador dado por I'f = P_¢f, Vf € H?. Del Teorema 2.2
se caracterizan los I'y de rango finito en el:

Teorema 3.3 (Kronecker). El operador de Hankel Tyf = P_¢f, f € H?
tiene rango finito n si y solo si ¢ = PG con G € H>® y (B un producto finito
de Blaschke con n ceros.

La demostraciéon puede verse en [3], [7], [10], [13].

Tenemos entonces, para los operadores Hankel I' 5 de rango finito n, la
descomposicién H? = 3H? & Eg con el espacio modelo Eg = (KerI'z5)* de
dimension finita n. Teniendo en cuenta la proposicién 2.1 y la definicion del
operador G(Ts) dada en la seccién anterior se obtiene:

VfeH*=BH*® Ep, f=fi+fo, /L €BH?, f2 € Ep,

La6(f1 + f2) =Tz fe = P-BGf2 = BBP_BG f2 = BPsG f2 = BG(Tp) fa.

0 sea T (f) = BG(Ts)(Paf), ¥f € H2.
Esto relaciona los operadores de Hankel con los operadores modelo.
Como Tz f = T'55(Psf) entonces

ITscflle < Tac1Es 11 Pafllz < T, 11 12
=BG Tp) I fll2 = IG(TB)II£1l2-

Por lo tanto, si los ceros de § son My, ..., M, entonces vale:
Proposicion 3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes
a) [[Tsel <1,

b) |G(Ts)] <1,

¢) |G(Tp)"|l < 1,

1~ GOMG(M,)
1 MM,

d) La matriz ( ) es positiva semidefinida.
k=1
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4 El problema clasico de Pick

Tal como se dijo en la introduccién el problema de interpolaciéon de Pick es:

Fijados My, ..., M, € D y dados w, ..., w, € C hallar F' € H*>(D)
tal que

1P, < 1. (4.2)
En 1916 G. Pick resolvio el siguiente problema maés facil, que se llamard
problema de Pick:

Encontrar condiciones necesarias y suficientes para que el problema
de interpolacion tenga solucion.

Siempre existen funciones G € H*(D) que satisfacen (4.1), por ejemplo:

—~

- 1 z
G(2) =) wp— PEAC)
zZ — Mk
k=1 ,6 (Mk)
donde E (z) es el producto de Blaschke con ceros My, k = 1,...,n. De manera

que el problema puede plantearse en los siguientes términos:

Fijados My, ..., M, € D y dada G € H*® (D) hallar Fe H*(D)
tal que F(My) = G(My) parak=1,...,ny ||F| < 1.

Si el problema tiene solucién F', entonces la funcién

H(z) = TG g (p)
5 ()

—~

(donde S (z) es el producto de Blaschke de los ceros My ) F(z) =8 (2)H(z)+
G(z) haciendo z — €’ se obtiene f = Bh+ g € H*®. Luego Bf = Bg+ h
con h € H®, por lo tanto Bf,3g € L™ determinan la misma forma de
Hankel Bz, = Bg, v ||Bg,ll = [[Bgll < [Fll < 1. Luego, si el problema
tiene solucién, entonces la forma de Hankel By, verifica |[Bg,|| < 1, donde

G=gc H® (D) es la funcién dada y 3 es el producto de Blaschke de los ceros
My,...,M,.

Se prueba ficilmente que esta condicién es también suficiente. Asi, pues,
tenemos la siguiente respuesta al problema:

El problema de Pick tiene solucion si y solo si la forma de Hankel

By werifica || Bagll < 1,



Condicion de Unicidad para el Problema de Pick 109

donde G =g€ H (D) es la dada y 3 es el producto de Blaschke con ceros
My, ..., M,. Considerando lo antes expuesto y usando la misma notacion,
tenemos:

Teorema 4.1. Fijados My,...,M, € D y dada G € H*(D) son equivalen-
tes:

a) Eziste '€ H*(D) tal que ||[Flloc <1y F(My) =G(Mg), k=1,...,n.
b) 1Bzl < 1.

¢) ITgall < 1.

d) |G(Tp)| < 1.

e) [|G(Tp)"|| < 1.

f) La matriz

1 - GM)G(M,)\"
1— MyM; et

;
es positiva semidefinida.

La equivalencia de a) y f) es el teorema de Pick.

Corolario 4.1. Si My,..., M, € D ysi Q(2) = ap+a1z+---+anz™ es tal
que |Q(2)| <1, Vz € D, entonces la matriz

1- QM QM) \"
1= MM, k,j=1

es positiva semidefinida.

Corolario 4.2. Sea H un espacio de Hilbert de dimension finita n y sea T €
L(H) tal que ||T|| <1 con n autovalores en D. Sea Q(2) = ap +arz + -+
amz™ un polinomio cualquiera. Si|Q(z)| <1, Vz € D, entonces |Q(T)|| < 1.

Corolario 4.3 (Desigualdad de Von Neumann, [14]). Si H es un espacio
de Hilbert separable, T € L(H), |T|| <1y Q(2) = ap + a1z + -+ + am2z™,
donde |Q(2)| <1, Vz € D, entonces ||Q(T)| < 1.

Las demostraciones pueden verse en [3].
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5 Criterio de unicidad para extension de
funcionales.

Sea E un espacio seminormado con seminorma p, Ly C E un subespacio
vectorial e I : Ly — R un funcional lineal real tal que I (f) < p(f), Vf € Lo.
Sean

F(I,p):={I: E —:R lineal, I(f) <p(f) fe E,I/ro=1}
p(f) == nf{li(g9) +p(f —9) : g € Lo} para f € E.

Se satifacen:
a) p(f1+ f2) <p(f1) +p(f2) y plaf) = ap(f) si a >0,

b) p(f) = =p(=[), p(f) < p(f)
Si I € F(I1,p) entonces, para toda g € Lo, f € E,

I(f) =1(f —9) + Ii(9) < Ii(g) +p(f — 9),
por lo tanto I(f) < p(f) para toda f € E.

Lema 5.1. Dado e € E exzisten I, I' € F(I1p) tales que I(e) = p(e) y
T'(e) = —pl—e).

Proposicién 5.1. Eziste una tinica I € F(Iy,p) si y solo si p(e) = —p(—e)
para todo e € E si y solo si p es lineal. En tal caso I = p.

Observemos que no sélo se da un criterio de unicidad sino que, ademds, se
prueba que si la extensién es tinica entonces se puede escribir explicitamente
cémo es esta extensién. Se tiene, ademds, que si e, ex € E verifican p(e;) =
—p(—e1) y Ple2) = —p(—e2) entonces pler + e2) = —p(—(e1 + e2)). Luego, si
€o,€1,... € FE son tales que E = Lo + Lin{eg,e1, ...}, donde Lin{eg,e1,...}
es la cdpsula lineal real generada por ey, €. ..., entonces I € F(Iy,p) es tnico
si y sélo si p(e,) = —p(—e,) para todon =0,1,....

Las ideas relacionadas con el procedimiento anterior se encuentran en [5]
(Cf. Cap. III Teorema 1.2.3 y 1.2.2) y [8]. Las demostraciones en [3].

Aplicando este criterio, y con la misma notacién, tenemos en los casos del
teorema de Nehari y el problema de Pick: E = LY(T), Ly = ePy,

{60, €1,.. } = {eo(t),el(t), ‘e } U {ieo(t), iel(t), ‘e }

(con e, (t) = e~ ™ n > 0),
p(f) = 1IB||||f|l1 y podemos suponer ||B|| =1, asi

p(f) =IIfll, B(f) = inf{T(f) + |If = gll1: g € " Pr}.
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Corolario 5.1. Si B es una forma de Hankel acotada, Iy el funcional asociado
a B definido en e®*P;

I(f) = Rely(f) = Re/ fodt para ¢ € L?,
T

entonces la funcion ¢ € L™ del teorema de Nehari es unica si y solo si para
todon >0

a) inf{||g1 — enll1 + |92 + enll1 + L1 (g1 + g2) : 91,92 € €P1} <0,
b) inf{||g1 — enll1 + |lg2 + enll1 + I1(ig1 +ig2) : g1,92 € e?*P1} < 0.

Corolario 5.2. El problema de Pick tiene solucion unica si y sélo si, para
todo n >0

a) inf{||g1 — enll1 + |lg2 + enll1 + L1 (91 + g2) : 91,92 € €P1} <0,

b) inf{|lg1 — enlls + |lg2 + enlls + (ig1 + ig2) : 91,92 € P} < 0, donde
Ii(f) = Re Bag(f,e™™).
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