Sur les Connexions Finsler-Projectives (I11)

Gheorghe Murarescu et Petre Stavre

Abstract

In the present we continue the study of Finsler-projective connections [3],
[5], [6], [8], [9]. After definitions, we analyse some problems of metric structure.
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Le premiere auteur a introduit une nouvelle voie d’aborder la géometrie différentielle
Finsler-projective (differente de celle utilise par Okada [7]) en utilisant la theorie des
fibrés vectoriaux £ = (E,w, M) afibre type R (d’apres le livre R.Miron et M. Anastasiei
[2]). Tous les deux, nous avons obtenu des resultats analogues a ceux de la géometrie
differentielle classique (ou le second auteur a obtenu quelques résultats publiés dans [3]
et dans sa these (1969)). Ces resultats, nous les avons publie dans [4], [5], [6], [8], [9]-
Dans ces travaux nous abordons les problemes de courbure, d’holonomie, géodésiques,
etc.

D’abord, nous rappellons quelques notions et formules. Soit sur £ une con-
nexion nonlinéaire N et une d-connexion D. La base adaptée a N est {X,} =
{6/62%,0/0y}, (i,j = 1,...n; o, = 1,..,n,0; 2° = y) et la base naturelle est
{ua} = {0/02",0/dy}; nous notons par [0 5 (2, y) les coefficients locaux dans la
base adaptee et par fyzﬁ (z,y), les coefficients locaux dans la base naturelle pour la
connexion D.

Definition 1 [9]. La connexion D s’appellle guasi-projective normale, si les coeffi-

cients T' satisfont les relations I'J, = wl, ou w = b (nous notons D par
n
(c.q-p-n)).
Nous definissons [8] les coefficients projectifs J de type Weyl:
i = F;'.,c + (6;8Nk/8y + 6.0N;/0y) ,
kh = §J}h/5$k = 05 /0" + T3 T — T T

o T
ik = g
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Definition 2 [8]. La connexion linaire D , attachée a N et D, aux coefficients

*
K3

;‘k = F;’k’ ok — yiléfc, F(i]o = 0, F?k = F;’k . Ni + y/ (n — 1) . ij — (5Nj/(5£13k,
T'or =6, =0, oo = 0,

s’appele la conexion Finsler-projective normale; dans la base naturelle, les coefficients

I'}5(z,y) de la connexion D sont definis par

Vik =ik Yoo =0, Vo = Tho =70 =0,
Yok =y/(n—=1) Jj , Vg =0

Nous notons D par (cF-p-n).
Entre deux connexions D et D , g-p-n symétriques, nous définissons [8] la transfor-
mation 7 : D — D donnée par D,y = D,y+o0 (z) hy+ o (y) hx, du h est le projecteur

horizontal et o est un d—champ de type . Par ces transformations, les

0 0
0 1
coefficients .J sont invariants.

De méme que dans le cas classique [10], nous pouvons définir la connexion 1*)
comme une classe des connexions (gq-p-n) symétriques liées par les transformations 7.
En partant de I’étude du groupe d’holonomie [5], [6], le second auteur a démontré
que, dans les conditions specielles, le tenseur J'(.J;) définit une metrique sur E |

nondégénérée et indéfinie, donc a la proprieté
(1) Jijie = 0.

Dans cette note nous trouvons la forme de la métrique J' (J;;); de plus nous

montrons que les coefficients ’?2,6 définissent aussi une métrique decomposable.
Dans E \ {0} nous démontrons que

BJij

Ay

=0, donc: J;j(z,y) = Jij (z,1)

sur le rayon y > 0; de plus, nous avons

o _ Y
ik — —1 Jk
et
(2) V?k\i =0, 721@\0 ==y Vi
D’apres les relations (2), il résulte
(3) 79 (2,y) = y - €9 )

(4) Jik (z) = (n — 1) e#ir(®)
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ou @i (z) = pr; (z) € C™.

* * *
Les coeflicients symétriques y° (7 ?k) de la connexion D (F—p—n) ont le caractére

*
de d-champ tensoriel, donc nous puvons considerer Y® comme une nouvelle métrique
sur E'\ {0} a la propriété (2), donc decomposable.

Ainsi nous enoncons

Proposition 1. Les coefficients ;0, de la connezion (F—p—mn) 1*), définit sur E\ {0}
une métrique decomposable.

Observation 1 En notant

"
H 0 _ _ln

il resulte que Vi =e"": hjk.

Ce fait nous conduit & une étude conforme.

Observation 2 Nous pouvons considérer 'espace Lagrange généralisée de la forme:

(M, gij(z,y)) ou gjk = ?k = €Y . hj, que se peut étudier d’aprés la methode de
R.Miron [2].

Ayant (M; gji), nous pouvons considérer sur E la métrique

(5) G (z,y) = gij (z,y) dz’ @ dz’ + goo (x,y) oy & dy,

ou 6y = dy + Nydz* avec goo (,y) arbitraire, nondégénérée de type( 8 g ) . D’ici,

nous pouvons enoncer:

Proposition 2. Le tenseur

(6) G= hij (x) d$i®d$j+§00 (z,y) oy @ oy
est une métrique h-riemanniene.

*
Observation 3 La fonction 9o peut étre convenablement, choisant:

* *
a) Yoo(z,y) = hoo (z), il resulte que @G est h— riemanniene et v—riemanniene;

b) si dans la relation (5), 500 dépend seulement de vy, par exemple, 500 (z,y) =y
dans E\ {0}, nous avons une métrique G, v—locale-riemanniene;

c) la métrique G ne peut pas étre h— locale-minkowskienne.

Nous pouvons appliquer pour les cas a), b), ¢) la théorie de R.Miron [2] qui con-
duite evidement aux applications interesantes dans la physique theoretique.

Un calcul inspiré par le livre [2], permet de démontrer la
Proposition 3. La connexion nonlinéaire N, donnée initialement, coincide d la con-
nexion nonlinéaire déterminée par la métrique G.

Cette note représente le commencement de 1’etude metrique-Finsler- projective.
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