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1. Introduction

Fixons p un nombre premier, k un corps parfait de caractéristique p > 0,
W = W (k) Panneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k, Ky = Frac(W),
K une extension finie totalement ramifiée de Ky de degré e > 1, O 'anneau
des entiers de K, K une cloture algébrique de K, O l'anneau des entiers de
K et 7 une uniformisante de O . Tous les schémas en groupes considérés sont
commutatifs. On appelle parfois p-groupe un schéma en groupes commutatifs
annulés par une puissance de p.

Le but de cet article est de donner une classification, pour p # 2 mais
sans restriction sur la ramification e, des groupes p-divisibles sur Ok et des
p-groupes finis et plats sur Ok, puis d’appliquer cette classification pour
démontrer dans le cas ot k C F, (et p # 2) la conjecture de Fontaine qui
dit qu'une représentation p-adique de Gal(K/K) est cristalline & poids de
Hodge-Tate dans {0, 1} si et seulement si elle provient d’un groupe p-divisible
sur Ok (cf. th. 1.4 ci-dessous).

Il y a un peu plus de vingt ans, J.-M. Fontaine a classifié tous les groupes
p-divisibles sur Ok pour e < p—2 et tous les groupes p-divisibles connexes sur
Ok pour e = p — 1 ([Fol], [Fo3]) ainsi que tous les p-groupes finis et plats sur
W annulés par une puissance de p ([Fo2]) au moyen de ce qu'il a appelé des
“systemes de Honda”. Pour e = 1, cette classification a été traduite quelques
années apres en termes de modules filtrés dans [FL, 9]. Récemment, Con-
rad ([Co]) a étendu la classification par les systémes de Honda de [Fo2] aux
p-groupes finis et plats sur O pour e < p — 2 (et pour e < p — 1 si 'on se
restreint a des p-groupes connexes). Dans ce travail, nous généralisons la clas-
sification en termes de modules filtrés de [FL] au cas p # 2 et e quelconque en
donnant une construction directe a partir des schémas en groupes de modules
filtrés “généralisés”. Avant de donner plus de précisions, signalons que les dif-
ficultés dans le cas e > p — 1 sont de deux types par rapport au cas e < p — 2:
d’une part la catégorie des p-groupes finis et plats sur Ok n’est plus abélienne,
d’autre part le foncteur “fibre générique” de la catégorie des p-groupes finis
et plats sur Ok dans celle des p-groupes sur K n’est plus pleinement fidele
(par exemple, la représentation galoisienne associée a un p-groupe sur O ne
détecte plus toutes les torsions “a la Tate”). Il faut donc s’abstraire totalement
des représentations galoisiennes dans la construction de la classification.

Soient u une indéterminée, S le complété p-adique de 'enveloppe aux
puissances divisées de W u] par rapport a l'idéal engendré par le polynome
minimal de 7 sur Ko et Fil'S le complété p-adique de cet idéal & puissances
divisées. Les modules filtrés “généralisés” considérés ici sont des S-modules
de type fini M munis de structures additionnelles: un sous-S-module Fil' M
contenant Fil'S - M et une application “semi-linéaire” ¢; : Fil' M — M dont
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I'image engendre M sur S (voir (2.1.1) pour plus de détails). Disons qu'un
tel module M est fortement divisible s'il est libre sur S et si M/Fil'! M est
sans p-torsion (cf. 2.1.1.8). Un des résultats principaux de cet article est (cf.
théoreme 4.2.2.9):

THEOREME 1.1.  Supposons p # 2, il y a une anti-équivalence de catégories
entre la catégorie des groupes p-divisibles sur Ok et la catégorie des modules
fortement divisibles.

Comme ces modules fortement divisibles sont automatiquement “filtered
free” au sens de [Fa2, 3] (2.1.1.9), 'existence d'un foncteur associant a un
groupe p-divisible sur Ok un tel module était déja connue de Faltings [Fa2, 6].
Le théoreme (1.1) se déduit, par passage a la limite, de théoremes de classifi-
cation sur les p-groupes finis et plats sur Ok . Le premier de ces théoremes est
le suivant (cf. théoreme 3.3.7):

THEOREME 1.2.  Supposons p # 2, il y a une anti-équivalence de catégories
entre la catégorie des schémas en groupes finis et plats sur Ok annulés par p et
la catégorie des objets (M, Fil* M, ¢1) ot M est un S/pS-module libre de type
fini, Fil' M un sous S/pS-module contenant Fil'S - M et ¢1 une application
“semi-linéaire” de Fil' M dans M dont I'image engendre M sur S/pS.

Pour prouver (1.2), on utilise la topologie syntomique (sur Spec(Ok)),
introduite par B. Mazur dans [Ma] et utilisée pour la premiere fois par Fontaine
et Messing dans [FM]. Une des raisons en est que le topos syntomique est tres
pratique pour définir et manier 'opérateur ¢;. La premiére partie de la preuve
consiste & associer & un objet (M, Fil'l M, #1) comme en (1.2) un faisceau en
groupes canonique sur le site syntomique de Spec(Og) et a montrer que ce
faisceau est représentable (3.1). La deuxieéme partie consiste & associer un
objet du type (M, Fil! M, ¢1) & un schéma en groupes tués par p et 4 montrer
que M est bien libre sur S/pS et que I'image de ¢; engendre bien M (3.2).
Elle utilise de facon cruciale plusieurs résultats de Berthelot, Breen et Messing
([BBM])), valables souvent dans des situations plus générales. Par exemple,
le module M s’interpréete comme 1’évaluation du cristal de Berthelot-Breen-
Messing associé au schéma en groupes sur I’épaississement a puissance divisées
Spec(Ok /pOk) — Spec(S/pS) associé au choix de m, il ne dépend en par-
ticulier que de la réduction modulo p du schéma en groupes, de méme que
Fil'! M. Par contre, 'opérateur ¢, qui doit étre pensé comme “%” ou comme
un “inverse” du Verschiebung, dépend de la réduction modulo p? du schéma en
groupes (alors que le Verschiebung ne dépend que de la réduction modulo p).
Ces techniques syntomiques appliquées a I’étude des schémas en groupes étaient
connues de Fontaine et Messing dans le cas e = 1 ([Fo4]).
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Le théoreme 1.2 se généralise par dévissage au cas des p-groupes finis
et plats sur Ok en associant a de tels schémas en groupes certains objets
(M, Fil* M, ¢1) définis comme “extensions successives” d’objets annulés par p
du type (1.2), voir le théoréme 4.2.1.6 pour un énoncé précis. Nous n’avons pas
cherché a rendre ces S-modules plus explicites dans le cas général (ce qu’il sera
peut-étre intéressant de faire un jour), mais seulement dans le cas particulier
important suivant (cf. théoreme 4.2.2.5):

THEOREME 1.3.  Supposons p # 2, il y a une anti-équivalence de catégories
entre la catégorie des p-groupes finis et plats sur Og dont le noyau de la
multiplication par p™ est encore plat pour tout n et la catégorie des objets
(M, Fil' M, ¢1) 0tt M est un S-module de la forme @;crS/p™ S pour I fini et
ni € N*, Fil'! M un sous S-module contenant Fil'S - M et ¢1 une application
“semi-linéaire” de Fil' M dans M dont I'image engendre M sur S.

Par des résultats de Raynaud, la condition de platitude ci-dessus est au-
tomatique si e < p — 1, de sorte que dans ce cas, (1.3) fournit une nouvelle
classification explicite de tous les p-groupes finis et plats. Cette condition est
aussi satisfaite par tous les p-groupes provenant du noyau de la multiplication
par une puissance de p sur les schémas abéliens sur Ok.

Les classifications précédentes présentent ’avantage de s’insérer naturelle-
ment dans une théorie plus vaste (voir [FL], [Br3], [Br5] ou la derniére partie)
dont le but est la construction et ’étude de certaines représentations galoi-
siennes p-adiques ou de p-torsion, théorie qui, dans le cas présent, redonne
la représentation associée aux points a valeurs dans K du schéma en groupes.
Signalons que plusieurs questions restent a traiter pour avoir une vision
complete de la situation: étendre ces classifications au cas p = 2 quitte a se
restreindre & des groupes connexes, expliciter coté S-modules les manipulations
classiques des schémas en groupes finis et plats (changement de base, dualité
de Cartier), faire le lien direct avec les systémes de Honda pour e < p—2 (clas-
sification de Fontaine et Conrad). En ce qui concerne les groupes p-divisibles,
Zink a récemment fait le lien entre la classification (1.1) et la sienne ([Zil]) tout
en généralisant (1.1) et en incluant pour p = 2 le cas des groupes 2-divisibles
connexes (voir [Zi2]). D’autres directions de généralisation sont encore pos-
sibles (voir la fin de (4.2.2)).

Dans la derniére partie, on combine le théoreme (1.1) précédent avec les
résultats de [Brb] pour démontrer (cf. théoréeme 5.3.2):

THEOREME 1.4.  Supposons p # 2, k C F, et soit V une représentation
p-adique cristalline de Gal(K/K) a poids de Hodge-Tate entre O et 1. Alors il
existe un groupe p-divisible H sur O tel que V ~T,H ®z, Qp ou TpH est le
module de Tate de H.
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Cela résoud, pour p # 2 et k C F,, une conjecture de Fontaine [Fo3].
Ce théoréme n’était connu jusqu’a présent que pour e < p (mais sans restric-
tion sur le corps résiduel, cf. [Lafl]). L’auteur s’excuse de n’étre pas arrivé a
remplacer “k C Fp” par “k parfait”. L’hypothese “k C Fp” est néanmoins sa-
tisfaite dans la plupart des applications. Quant a ’hypothese p # 2, on devrait
pouvoir s’en débarrasser en utilisant ’extension de (1.1) au cas des groupes
2-divisibles connexes due a Zink (cf. précédemment), le corollaire (1.12) de
[Laf2] et une généralisation au cas “FilP~1” des résultats de [Br5] et de la
derniére section (et un peu de courage). Signalons que la méme méthode de
preuve fournit également (cf. théoreme 5.2.4):

THEOREME 1.5.  Supposons k C F,, et soit D un (¢, N)-module filtré
faiblement admissible de Fontaine tel que Fil°(D @, K) = D ®p, K et
FilPY(D @k, K) =0, alors D est admissible.

Ce dernier résultat vient d’étre obtenu sans la restriction sur la filtration et
pour k parfait par Colmez et Fontaine ([CF]) grace a des techniques p-adiques
différentes introduites par J.-M. Fontaine. Enfin, un corollaire intéressant de
(1.4) est (cf. corollaire 5.3.4):

COROLLAIRE 1.6.  Supposons p # 2 et k C Fp. Soient A une variété
abélienne définie sur K et V,(A) son module de Tate tensorisé par Q. Alors
A a réduction semi-stable (resp. bonne réduction) sur O si et seulement si
V,(A) est une représentation semi-stable (resp. cristalline) de Gal(K/K).

Plusieurs cas de ce corollaire étaient déja connus, voir la derniere section.

Cet article est une compilation remaniée des deux prépublications [Brl]
et [Br6]. Un court résumé de [Brl], i.e. des parties 2 & 4, a été publié dans
[Br2]. L’auteur tient & remercier J.-M. Fontaine pour toutes ses remarques,
W. Messing pour ses explications sur la théorie de Dieudonné cristalline, M.
Raynaud pour ses réponses a plusieurs questions et A. Tamagawa et T. Tsuji
pour lui avoir signalé le corollaire ci-dessus.

Signalons enfin qu’une variante de (1.2) a trouvé une jolie application dans
[BCDT].

2. Préliminaires

On introduit les objets étudiés: catégories de modules, schémas en groupes
: : cris cris 3
finis et plats, faisceaux O% et J7 et on donne quelques premieres pro-
priétés.

2.1. Les catégories de modules. On suppose p # 2. On introduit plusieurs
catégories de modules dont on étudie en détail les objets annulés par p.
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2.1.1. Définitions des catégories. Soit Wu] Panneau des polyndémes en
I'indéterminée u et s : Wlu] — Og l'unique surjection de W-algebres telle
que s(u) = 7. On a Ker(s) = (E(u)) ou E(u) est le polyndme minimal sur
Ky de l'uniformisante w. Notons S le complété p-adique de ’enveloppe aux
puissances divisées de Wu] par rapport a Ker(s). Si i € N, notons ¢(i) le

quotient dans la division euclidienne de ¢ par e, on voit que S s’identifie a la
i

sous-W-algebre de Ky[[u]] formée des {Z wi%, w; € W, lim w; = 0}. Soit
=0 q(1): 1—00

FillS la complétion p-adique de I'idéal engendré par les ;(E(u)) = E(u)"/i!
pour ¢ > 1, on a S/FillS 5 Ok, u — 7. On munit S de I'unique opérateur
¢ semi-linéaire par rapport au Frobenius sur W et continu pour la topologie
p-adique tel que ¢(u’/q(i)!) = uP*/q(i)!. On vérifie que H(Fil'S) C pS et on
pose ¢1 = —|py1g. Pour alléger les notations, on pose S, = S/p", v = E(u) et
¢ = ¢1(v) € S*. On note enfin Fil’S,, I'idéal de S,, engendré par 'image des
vi(E(u)) pour ¢ > p.

Soit '(Mod/S) la catégorie suivante: les objets sont la donnée:
e d’'un S-module M,
e d’un sous-S-module Fil! M de M contenant Fil'S - M,

e d'une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : FillM — M telle que pour tout
1
s € Fil'S, et x € M, ¢1(sx) = ¢1(s)p(z) ol ¢(x) = Eqﬁl(vx).

Les fleches sont les morphismes S-linéaires qui préservent Fil' M et com-
mutent & ¢;. On note '(Mod/S7) la sous-catégorie pleine des objets tués
par p. La catégorie '(Mod/S) est munie d’une notion de suite exacte courte:
00— M —- M — M" — 0 est une suite exacte dans '(Mod/S) si les deux
suites de S-modules 0 — M’ — M — M" — 0 et 0 — Fil'l M’ — Fil'l M —
Fil!l M” — 0 sont exactes.

On note (Mod/S1) la sous-catégorie pleine de '(Mod/ Sy ) formée des objets
M qui vérifient les deux conditions supplémentaires:

e M est un Si-module libre de type fini,
e ¢1(Fil' M) engendre M sur S;.

On note (Mod/S) la sous-catégorie pleine de '(Mod/S) stable par exten-
sion engendrée par (Mod/S;). Par (2.1.1.2), les objets tués par p de (Mod/S)
sont encore les objets de (Mod/Sy).

LEMME 2.1.1.1.  Tout objet M de (Mod/S) est un S-module de type fini
annulé par une puissance de p tel que ¢1(Fill./\/1) engendre M sur S.
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Preuve. Si 0 — M’ — M — M"” — 0 est une extension dans '(Mod/S)
et si ¢1(Fil' M’) engendre M’ (resp. avec M”), il en est encore de méme de
M, d’ou le résultat. O

LEMME 2.1.1.2.  La catégorie (Mod/S1) est stable par extension dans
'(Mod/Sh).

Preuve. Si0 — M' — M — M"” — 0 est une extension dans '(Mod/St)
et si M" et M” sont libres sur Si, il en est de méme de M, d’ou le résultat
par (2.1.1.1). O

Soit (Mod FI/S) (Modules & “Facteurs Invariants” ) la sous-catégorie pleine
de '(Mod/S) formée des objets M qui vérifient les deux conditions:

e le S-module M est de la forme M ~ @,c;S,, pour I fini et n; € N¥,
e ¢1(Fil! M) engendre M sur S.

Les objets tués par p de (Mod FI/S) sont encore ceux de (Mod/S7).

LEMME 2.1.1.3.  Soit M un objet de (Mod FI1/S), alors pour tout r € N,
p'Fill M = Fil'l M N p" M.

Preuve. Elle est repoussée a la fin de la section qui suit car elle nécessite
I’étude des objets annulés par p. O

COROLLAIRE 2.1.1.4.  La catégorie (ModF1/S) est une sous-catégorie
pleine de (Mod/S) (en général différente si e > p—1).

Preuve. Par (2.1.1.3), on a Fil!l M/p"Fill M < M /p" M si M est dans
(Mod F1/S), donc (M /p" M, Fill M /p"Fill M, ¢1) est un objet de (Mod FI/S)
pour tout r € N*. Comme (p"M,p'FillM,$;) est aussi un objet de
(ModFI/S), on déduit que (ModFI/S) est une sous-catégorie pleine de
(Mod/S). Dans le cas e = p — 1, construisons un objet M de (Mod/S) qui
n’est pas dans (ModFI/S). Pour e = p — 1, soient Si(1) le module Sie;
muni de Fillsl(l) = Sie1 et ¢1(e1) = cer, S1(0) le module trivial Sjep muni
de Fil'S1(0) = Fil'Siey et ¢1(ses) = ¢1(s)es si s € FillSy, on vérifie que la
fleche Sp-linéaire S1(1) — S1(0) induite par e; — uPez est un morphisme dans
"(Mod/S1). Soit Sa(1) = Seeq avec Fﬂng(l) = Sse; et ¢1(e1) = cey, on définit
M comme le conoyau de 0 — S1(1) — Sa(1) @ S1(0), e1 — pe; B uPes muni du
Fil' conoyau des Fil' et du ¢; induit (M est bien défini). C’est un objet de
(Mod/S), car on a une extension dans '(Mod/S):

0 — S50 — M — S(1) — 0
€9 — 0@62 — 0
e1®0 — e1

et il n’est clairement pas dans (Mod FI1/S). O
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Remarque 2.1.1.5. Lorsque ¢ = 1 modp, on verra que le morphisme
S1(1) — S1(0) correspond & un morphisme non trivial de schémas en groupes

Z/pZ — 1y (3.1).

Remarque 2.1.1.6. On peut montrer, par des manipulations d’algebre
linéaire pas toujours faciles, que (Mod FI/S) = (Mod/S) lorsque e < p — 2 et
que la catégorie (Mod F1/S) est alors abélienne (pour ce dernier fait, la preuve
est essentiellement la méme qu’en [Br3, 2|, voir aussi (4.2.2.6)). J’ignore s’il ex-
iste une description totalement explicite de tous les objets de (Mod/S) lorsque
e > p—1 (mis a part les objets tués par p).

Remarque 2.1.1.7. Avec les notations de [Br3], on avait ’M(l) (resp. M(l),
"M s M(l)k) au lieu de '(Mod/S) (resp. (ModF1/S),’(Mod/Sy), (Mod/S1)).

On introduit enfin une derniére définition:

Définition 2.1.1.8. On appelle module fortement divisible tout objet M
de '(Mod/S) vérifiant les trois conditions supplémentaires:

e le S-module M est libre de rang fini,
e le S-module M /Fil* M est sans p-torsion,
e le S-module M est engendré par ¢y (Fil' M).

Ces modules sont tous “filtered free” au sens de [Fa2, 3|:

LEMME 2.1.1.9.  Soit M un module fortement divisible, il existe une base
(e1,...,eq) de M sur S et un entier dy € {1,...,d} tels que:

Fil' M = (@7, Fil' Se;) ® (B_y, 11 5€i).

Preuve. Via l'identification S/FillS = Ok, u— m, on a une suite exacte
de Og-modules libres de type fini: 0 — Fill M/Fil!SM — M/FillSM —
MJFil M — 0. Soient (e1,...,eq4) une base de M/Fil!SM sur O telle
que Fil! M /Fil! SM = @§:d1+1(9Ka, (e1,...,eq) des relevés de (ey,...,€q)
dans M tels que (eg,41,...,eq) € Fil'M, (f1,...,f4) une base quelconque
de M sur S et (fy,...,f4) la base image dans M /Fil!SM. La matrice de
(€1,...,eq) dans (fy,..., f4) a par définition son déterminant dans O *, donc
le déterminant de la matrice de (eq,...,eq) dans la base (fi,..., fq) est dans
S* et (e1,...,eq) est une base de M sur S. Six € Fil' M, son image = dans

d d
M/FillSM séerit T =32,y 1186, i € Ok, doncz—3 ,_; . si€ € Fil' SM
d
ol s; releve s; dans S, donc z € Fil' SM +2i—a, 4156 Aot Fil M = Fill SM+
Z;'j:d1+1sei- O
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Remarque 2.1.1.10. La définition 2.1.1.8 se généralise a des crans supérieurs
de filtration, voir (5.1.2), mais les modules fortement divisibles ne sont plus
alors “filtered free” en général (cf. [Br3, 6]).

Si M est un module fortement divisible, notons que pour tout n € N*,
M/p" M est muni d’une structure d’objet de (Mod FI/S) en posant:

Fil' (M /p" M) = Fil' M /p"Fil! M — M /p" M
avec le ¢ induit.

2.1.2. Les objets annulés par p. Considérons d’un peu plus pres la catégorie
(Mod/S7). Soient F'(u) 'unique polynéme dans Wu] de degré < e —1 tel que
E(u) = u® — pF(u), S1 = k[u]/u® et & 'image de —¢(F(u)) € Wlu] dans
k[u] /uP: c’est une unité de Si. Notons Fil'(S1) = u¢S; et ¢ : Fil'(5;) — S)
I'unique opérateur semi-linéaire (par rapport au Frobenius naturel de 5’1) tel
que ¢1(uf) = ¢ Soit '(Mod/S}) la catégorie dont les objets sont la donnée:

e d’'un S;-module M,

e d’un sous-S;-module Fil' M contenant uM,

e d’une application S;-semi-linéaire ¢ : Fil'l M — M,
et dont les flaches sont les morphismes S;-linéaires qui préservent Fil' M et
commutent & ¢1. En procédant comme pour ’(Mod/S), on munit cette catégorie
d’une notion de suite exacte courte. On note (Mod/S1) la sous-catégorie

pleine de '(Mod/S;) formée des objets M qui vérifient les deux conditions
supplémentaires:

e le S;-module M est libre de rang fini,
e ¢1(Fil* M) engendre M sur S;.

LEMME 2.1.2.1.  Soit M un objet de (Mod/S}), alors:
(1) La fleche 1d ® ¢y : k[u]/u? ® (), kfu] /ue Fill M/uFill M — M est un
isomorphisme de k[u]/u“P-modules.

2) La fleche canonique k[u]/u® @pup juer ¢1(FiEM) — M est un isomor-
[uP]/
phisme de k[u]/uP-modules.

Preuve. La preuve étant similaire a celle de [Br3, 2.2.1.2], nous y ren-
voyons le lecteur. O

On a un isomorphisme k[u]/uP-linéaire Sy ~ S1[X;]/(X?);en+ ot Vi (u°)

— X;. Soit o la surjection de k[u]/uP-algebres S; — Sy, X; — 0 pour tout i.
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Pour M dans (Mod/S;), posons T(M) = S, ®(0),5, M et soit s la surjection
canonique M — T'(M). On définit:

o Fil'T(M) = s(Fil'! M),

e siz € s(Fil'M), ¢1(z) = s(¢1(2)) ol & est un relevé quelconque de x
dans Fil' M, c¢’est indépendant du relevé car p > 3.

On obtient ainsi un foncteur 7 : (Mod/S;) — (Mod/Sh).

PROPOSITION 2.1.2.2.  Le foncteur T induit une équivalence de catégories
entre (Mod/S1) et (Mod/Sh).

Preuve. La preuve est similaire a celle de [Br3, 2.2.2.1]. Un quasi-inverse
a T est donné par M = 51 ®g, M, Fil'M = sil(Fﬂl/\;l) ol s =“c ®Id”:
M — M et ¢1(x) = 1® ¢1(s(x)) si z € Fil' M. Pour plus de détails, voir
[Br3, 2.2.2.1]. O

Remarque 2.1.2.3. Comme dans [Br3, 2.2.2.2], on a une version de (2.1.2.1)
directement dans (Mod/S7): pour tout M de (Mod/Sy), on a des isomor-
phismes Si-linéaires Id® ¢1 : S1 ®4) s, (Fil* M/ (ufFil! M 4+ FilP S M)) = M
et Sl ®k[up}/uep ¢1 (Fﬂl./\/l> SN M.

LEMME 2.1.2.4.  Soient M un objet de (Mod/Sy) de rang d sur Si,
(f1,-.., f4) d éléments de M et (rq,...,rq) d entiers dans {0, ... ,ep—1} tels
que (U f1,...,u"fy) engendre Fil'M. Alors, Yi € {1,...,d}, r; est le plus
petit entier tel que u” f; € Fil' M.

Preuve. En effet, si tel n’était pas le cas pour un 4, on aurait v~ f; €
d

Fil' M soit u"i~1f; = Z)\jurjfj dott u"iTlf; € Zglu”fj; i.e., les u'7 f; pour
j=1 i

j # i engendrent Fil!M, ce qui est impossible car Fil'! M /ucFil! M est un

klu]/u®-module libre de rang d (2.1.2.1). O

PROPOSITION 2.1.2.5.  Soit M (resp. M) un objet de (Mod/Sy) (resp. un
objet de (Mod/S1)) de rang d sur Sy (resp. S1). Il existe une base (e1,.. ., eq)
de M (resp. M) et des entiers (ri,...,rq) dans {0,...,e} tels que
(uleq, ..., u"eq) (resp. (U™ ey, ..., u"ey) + FilPSiM) engendre Fil' M (resp.
Fil'! M).

Preuve. Par (2.1.2.2), il suffit de le voir pour M. Soit (g1,...,g4) dans
Fil'l M dont I'image dans Fil' M /u¢Fill M forme une base de ce k[u] /u-module
libre de rang d. On peut écrire g; = u" f; avec f; ¢ uM et permuter les i pour
avoir r; < ri41. Pour un € M, notons 7 son image dans M /uM. Si (f;, fs)
sont liés, il existe k1 dans k* tels que ki f1 + fo = ucf) avec e > 1 et f} ¢ uM.
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La famille (u" fy, u™t€f}, u™ f3,...) engendre encore Fil'! M. Si (Tl,fé) sont
liés, on recommence le raisonnement ci-dessus. Comme 'exposant 75, = r9 + €
ne peut augmenter indéfiniment & cause de u*M C Fil' M et de (2.1.2.4),
on obtient & terme un nouvel élément u"2fo tel que (fy, f5) est libre dans
M / uM. Si le nouvel exposant 75 ne vérifie plus ro < rs, on recommence ce
qui précede avec (u™ fi,u"3 f3) et ainsi de suite. En réordonnant, on obtient
a la fin une nouvelle famille génératrice (u"i f;)1<i<q avec r; < riy1 et (fq, f2)
libre. On recommence: si (fy, f, f3) sont liés, on a (k1,ks) # (0,0) € k? tels
que k1 f1 + kofo + f3 = utf} et la famille (u™ fi,u” fo,u™ € f] .. .) engendre
Fil' M, etc. En procédant comme précédemment, on se rameéne & (u" fi)i<i<d
(ri < 7i11) qui engendre Fil!M et tel que (fy, fo, f3) est libre. Par une
récurrence, on obtient finalement une famille génératrice de Fil'M, (" fi)1<i<ds
telle que (ﬁ)lgigd est une base de M /u./\;l Donc e; = f; est une base de M
qui convient. |

Définition 2.1~.2.6. On appelle base adaptée d’un gbjet M (resp. d’un ob-
jet M) de (Mod/S1) (resp. (Mod/S7)) toute base de M (resp. M) satisfaisant
la condition de (2.1.2.5).

Nous terminons avec la preuve du lemme 2.1.1.3 de la section précédente.
Soient M, M’ deux objets de (Mod/gl) tels qu’on ait un morphisme
M’ — M dans '(Mod/S)) injectif sur les modules sous-jacents. Alors Fil' M/
= M' N Fil' M. En effet, soit z € M’ NFil'!M et r le plus petit entier tel
que v’z € Fil'M' (0 < r < e). On a ¢1(u"z) = u”"¢i(x) dans M, donc
PG (uz) = 0 dans M, ie. ¢1(u'z) € uP" M’ puisque M’ est libre
sur S1. De (2.1.2.1,(1)), on déduit facilement w'z € u Fil' M’ Ju¢Fil' M/, i.e.
uw'z € w'Fil'M' dott z € Fil'M' 4+ u?~" M’ C Fil' M’ qui entraine r = 0. De
la construction en (2.1.2.2), on déduit le méme résultat dans (Mod/S;) pour
une injection M’ < M. Soit maintenant M un objet de (Mod F1/S), la méme
preuve qu’en ([Br3],2.3.1.2), qui utilise ce qui précede, montre alors que pour
tout r € N: p"Fill M = Fill M N p" M.

2.2. Schémas en groupes et site syntomique. On rappelle qu'un mor-
phisme de schémas X — Y est dit syntomique s’il est plat, localement de
présentation finie et s’il se factorise localement en une immersion fermée
réguliere dans un Y-schéma lisse ([Mal], [FM]). Les principales propriétés de
ces morphismes sont les suivantes:

(1) IIs sont stables par composition et changement de base.

(2) Dans la définition, on peut remplacer immersion réguliére par immersion
transversalement réguliere (E.G.A. IV.19.2).
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(3) Si X — Y est syntomique, toute factorisation X <> Z LY avec i
immersion fermée et f lisse est telle que ¢ est réguliere.

(4) Soit Y/ < Y une immersion fermée et X’ syntomique sur Y, il existe un
recouvrement X! de X’ pour la topologie de Zariski et des schémas X;
syntomiques sur Y tels que Y’/ xy X; = X/

On appelle schéma formel p-adique, ou schéma formel tout court, sur
Spf(Ok) un schéma formel sur Spf(Ok) qui localement s’identifie au schéma
formel affine associé a une Og-algebre séparée et compléete pour la topologie
p-adique. Un morphisme de schémas formels p-adiques X — ) sur Spf(Of ) est
dit syntomique si pour tout n € N* le morphisme de schémas X/p" — ) /p"
est syntomique ([FM, IIL.4.1]) ou, de maniére équivalente, X/7" — /7"
syntomique pour tout n € IN*: ces morphismes sont stables par compo-
sition et changement de base. On note Spf(Ok)syn la catégorie des schémas
formels p-adiques syntomiques sur Spf(Of) munie de la topologie de
Grothendieck engendrée par les familles surjectives de morphismes syntomiques.
Notons Og{Xi,...,X,} le complété p-adique de l'anneau de polynomes
Okl[X1,...,X,].

LEMME 2.2.1. Soit X un schéma formel p-adique syntomique sur Spf(Ok),
alors localement X s’identifie au schéma formel p-adique affine associé au quo-
tient d’un anneau O{X1,...,X,} par une suite transversalement réguliere
relativement a Ok.

Preuve. Il résulte des définitions ci-dessus qu’on peut recouvrir X par des
schémas formels affines Spf(B) ou B est une Og-algebre séparée et complete
pour la topologie p-adique telle que B/n"B est plat sur Og/7"Ok pour
tout n € N* et B/nB ~ k[X1,...,X,|/(f1,..., fs) avec (f1,..., fs) réguliere.
Puisque N,cn+7" B = {0}, les platitudes entrainent que B est sans m-torsion.
Puisque B est complet, si by, ...,b, désignent des relevés quelconques des X;
dans B, on déduit que ’homomorphisme Og-linéaire Ox{X1,...,X,} — B,
X; — b; est surjectif. Soit I I'idéal noyau, une chasse au diagramme montre
que l'isomorphisme

OK{Xl, e ,Xr}/ﬂ'OK{Xl, e ,Xr} :> ]{I[Xl, e ,Xr]

induit I/7l ~ (f1,...,fs). Soient f; des relevés quelconques des fi dans I,
comme [ est complet (pour la topologie p-adique) et B sans 7w-torsion, on
déduit I = ( fl, ey fs) Une récurrence facile et le critere classique de platitude
par les suites régulieres ([Mi, 1.2.5]) permet de déduire la transverse régularité
de la suite (fl, cee fs) par rapport & O de la régularité de (fi,..., fs)- O

Soit G un schéma en groupes (commutatifs) fini et plat sur Spec(Ox):
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PROPOSITION 2.2.2. G est un objet de Spf(Ok )syn-

Preuve (voir [Ma]). Comme G est fini sur Spec(Og), c’est un schéma
formel p-adique sur Spf(Of). Comme G est plat sur Spec(Ok), un examen
de la preuve de (2.2.1) montre qu’il suffit de montrer G, — Spec(k) syntomique
ouGr =G XSpec(OK) Spec(k). Quitte a remplacer k par une cloture algébrique,
on peut supposer k algébriquement clos (E.G.A. IV.19.3.4). Puisque Gy est
fini sur Spec(k), ses points sont tous fermés (E.G.A. 1.6.4.4) et sa bigebre
s’identifie au produit de ses anneaux locaux (E.G.A. 1.6.2.2). Comme k est
algébriquement clos, ces anneaux locaux sont tous isomorphes a ’anneau local
en la section unité (faire une translation). Mais cet anneau local (fini) admet
une présentation de la forme k[Xl,...,XT]/(anl,...,anT) (S.G.A. TII,
VIIp.5.4) donc est syntomique sur Spec(k), d’ou le résultat. O

Tout schéma en groupe commutatifs G sur Spec(Of) représente un fais-
ceau abélien pour le gros site fppf sur Spec(Og) ([Mi, I1.1.7]). En particulier,
si G est fini et plat, le préfaisceau X — G(X) = Homspf(OK)(%, G) est un
faisceau sur Spf(Ox )syn et le foncteur qui & G associe le faisceau correspon-
dant sur Spf(Ok )syn est pleinement fidele par (2.2.2). Notons (p-Gr/Ok) la
catégorie des p-groupes finis et plats sur Spec(Ok) et (Ab/Of) la catégorie
(abélienne) des faisceaux de groupes commutatifs sur Spf(Ok)syn. Si G,G’
et G” sont des schémas en groupes (sur Spec(Ok)), rappelons que dire que
0 — G"— G — G" — 0 est une suite exacte c’est par définition dire que le di-
agramme correspondant de faisceaux abéliens sur le gros site fppf de Spec(Of)
est une suite exacte.

PROPOSITION 2.2.3.  Soient G,G" et G" dans (p-Gr/Ok), alors 0 —
G' — G — G" — 0 est une suite exacte dans (p-Gr/Of) si et seulement si
c’est une suite exacte dans (Ab/Ok).

Preuve. Soit 0 — G’ — G — G"” — 0 une suite exacte dans (p-Gr/Ok),
il faut montrer que la suite de faisceaux correspondante sur Spf(Ox)syn est
encore exacte. Seule la surjectivité de droite n’est pas évidente. Pour la
montrer, il suffit de montrer que G — G” est un morphisme syntomique et
surjectif de schémas formels p-adiques i.e. que G,, — G!! est un morphisme
syntomique et surjectif de schémas pour tout n > 1 ou

G = G Xgpoe(O ) SPeC(Osc /7)

(resp. GI! = --+). La surjectivité (sur les espaces topologiques) découle de la
surjectivité des faisceaux pour la topologie fppf et la platitude est un résultat
classique ([DG, II1.3.2.5]). On a un isomorphisme canonique

G X gpec(Oyjamy G = Gn Xy Gny - (9,9') = (9,99)-
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Par (2.2.2), GJ, est syntomique sur Spec(Og/7™), par changement de base,
Gn XS pec(Ofc /) G, est donc syntomique sur G, d’ott pry : G xgr G — Gy,
syntomique par I'isomorphisme précédent. Considérons le diagramme cartésien:

G xagr Gy, %G,
pry | !
G, - G

ou G, — G est fidelement plat, en utilisant (E.G.A. IV.16.9.10,(ii)), (E.G.A.
IV.19.1.5,(ii)) et la propriété (3) des morphismes syntomiques, on déduit de
la syntomicité de pr; celle de G,, — G’ (voir aussi [Ma]). Réciproquement,
supposons qu’on a une suite exacte 0 — G’ — G — G” — 0 dans (Ab/Ok)
avec G', G et G” provenant de (p-Gr/Of). 1l est facile de voir que le morphisme
G — G" est encore un épimorphisme de faisceaux sur le gros site fppf de
Spec(Ofk), et donc de noyau un schéma en groupes fini et plat H tel qu’on a
une suite exacte dans (p-Gr/Ok): 0 - H — G — G” — 0. Par la premieére
partie de la preuve, cette suite est exacte dans (Ab/Ok), donc H = G’ et la
suite 0 — G’ — G — G” — 0 est exacte dans (p-Gr/Ofk). O

PROPOSITION 2.24. Soit 0 - G' — G — G" — 0 une suite exacte dans
(Ab/Ok), si G' et G" proviennent de (p-Gr/Ok), il en est de méme pour G
et la suite est exacte dans (p-Gr/Ok).

Preuve. On a un isomorphisme de faisceaux sur Spf(Ox )syn:
G xgn (G'x G") = G xan G, (9,(d',9") — (9,99

D’autre part, les hypotheses fournissent ’existence d’un recouvrement Y de
G" dans Spf(Ok)syn et d’un morphisme de faisceaux ¥ — G (ici, on identifie
Y avec le faisceau qu’il représente) tels que le diagramme:

Y
!

commute. Par changement de base Y — G, on en déduit un isomorphisme de
faisceaux sur Spf(Ok )syn:

Y Yol (G/ X GH) = Y xXan G.
En particulier, Y Xg» G est représentable dans Spf(Og)syn par le schéma
formel Y xgr (G xg, FOR) G") qui est alors muni de données de descente

provenant de Y X, G. On en déduit I'existence d'un schéma formel p-adique
plat sur G” qui représente le faisceau G dans (Ab/O), et qui est aussi fini sur
G" par (E.G.A. 1V.2.5.2,(iv)). En procédant comme dans la premiére partie
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de la preuve précédente, on voit qu’il est syntomique sur G” parce qu’il lest
sur Y apres changement de base, donc c’est un objet de Spf(Ok)syn. Tout
ceci montre finalement qu’il est muni d’une structure d’objet de (p-Gr/Ok) et
on acheve avec (2.2.3). O

Remarque 2.2.5.  Un morphisme de schémas en groupes finis et plats (sur
Ok) qui induit un isomorphisme sur les fibres génériques est une injection de
faisceaux dans (Ab/Ok), mais pas forcément sur le gros site fppf. Considérer
par exemple, lorsque K contient les racines p®™® de 1, un morphisme non
trivial Z/pZ — p,.

2.3. Les faisceauz OLS. et J&%. Pour n € N, on note E, = Spec(Sh,).
Pour tout schéma X sur Spec(Og /p"), 'épaississement a puissances divisées de
(2.1.1): Spec(Ok/p™) — E, permet de définir le petit site cristallin classique
(X/Ep)eris et les faisceaux Jx /g, C Ox/p, dessus ([Be, IIL.1.1]). On définit

des préfaisceaux jﬁf,irs C (’)ﬁfﬁ sur Spf(Ok)syn €n posant:

O2(X) = Hiwl(Xa/En)ens: Ox, /)
TiPE) = Hol(%a/Baes T, /1,

ou X, = X x Z/p"Z. On vérifie comme dans [FM, 1.3] qu’on obtient ainsi des
faisceaux sur Spf(Ok )syn. On note Oy, le faisceau structural “modulo p™” sur
Spf(OK)syn, i-e. le faisceau défini par O, (X) = H(X,, Ox, )-

Remarque 2.3.1. 1l ne faut pas confondre les faisceaux (’)f;;f ci-dessus

avec les faisceaux O introduits dans [FM] qui désignent, eux, simplement
la cohomologie cristalline par rapport a la base Spec(W),,). L’indice 7 dans la

notation O%“Tf est 1a pour rappeler que ces faisceaux dépendent du plongement

Spec(Ok /p") — E, que définit 7.
Le lemme suivant est technique mais crucial:
LEMME 2.3.2. Soient
A=O0r{X1,...., X }/(f1,-- s fs)
ot (f1,...,fs) est une suite réguliere (2.2.1),
W= O {Xy XV XP Y (Xo -7, i ),
Ao = limRA; et

[

Ao = oo /p =~ k[XE T X X T)(XS, frs s fo):

Posons : i
Off (Uec) = MO (Spf ()

7
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et
T (Uoo) = Um T (Sp (),

alors:

(1) Les Wy-modules OFS(s) et TS5 (Uoo) sont plats sur W, et on a des
suites exactes:

0 — 055 (2Aoy) L O (Ane) — OFE(2As) — 0

n41,m

et
0 — T35 @o0) B T 2 (Uoo) = T (Aoo) — 0.
(2) Si 1,...,10s sont des éléments de k:[Xgioo,Xfioo, o, XPTT tels que

T
1/1? = f;, on a (a une torsion pres par le Frobenius sur k):

cris Aoo ) -
e (lea) D ﬁvpmo((Xg Y)Yy (1) - -
(mO,u.,merl)eNerl 0
1

o Ypmes (@st)'YpmsH (u— XS’_ )-

Preuve. Elle est tres similaire a [Brd, 2.1.2.1]. Soit (Wy(Ax) ®w,, (g
W, [u])PF I'enveloppe aux puissances divisées (compatible avec les puissances
divisées sur 'idéal (p)) par rapport au noyau de la surjection W), [u]-linéaire
canonique:

Wi (Aso) @w,, (g)n Walu] — oo /P oo

n n—1
. . A A 1A N
qui envoie (ag,...,an—1) € Wy(Ax) sur a2 + pa]  + --- +p"tal_, ou

a; désigne un relevé quelconque de a; dans o /p"Ase (et 01l Ao /P Uoo €St
vu sur Wylu] via u — Xo = 7). Puisque (Wn(Ax) ®w, 4 W u])PP est
un épaississement particulier de s /p"As, sur S/p™S, on a un morphisme
canonique

Off’ﬁ@lm) — (Wi (Aso) W, (p)" W, [U])DP-

Mais Wiy (Ass) ®w, (o)» Walu], donc (Wn(As) @w, (g)n Walu])P, s’envoie
canoniquement dans tout DP-épaississement de 2, /p"2s sur S/p™S par la
méme application que ci-dessus (en prenant les a; dans I’épaississement), d’ou
une fleche canonique (Wy(Aso) ®@w, (g)n Walu])PF — OFE(2s) dont il est
formel de vérifier qu’elle est I'inverse de la précédente. On a finalement un
isomorphisme canonique:

szr,ﬁ(gloo) = (Wn(Ax) QW,,,(¢)" Wn[u])DP-
Puisque

oo /D" Uoo ~ W [XE ™. X271 /(E(X0), f1,- -+ fs)s

r
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on a une surjection évidente
p~° T 0
W] Xy ..., XP ] = Ao /" Ao
. . p—>° p— > 5 . PO
qui envoie X; sur X; et u sur Xy, d’otl un épaississement

(Wn[u] [X(I))_ooa B Xpioo])DP - QL<><>/pn§2loo

I
en prenant les puissances divisées par rapport au noyau, i.e. l'idéal (u — X,
E(Xo), f1,--., fs). Par ce qui précede, on a donc un morphisme canonique:

(Wi(Aso) @, (oyn Walu))PT — Walu][XE ..., X2 "])PP

r

dont on vérifie qu’il s’agit d’un isomorphisme en procédant comme dans la
preuve de [Br4, 2.1.2.1]. La suite (u — Xo, E(Xo), f1,..., fs) étant transver-
salement réguliere par rapport a W, le méme argument que dans la preuve de
loc.cit. utilisant les critéres de platitude des enveloppes a puissances divisées
sapplique & (W,[u][X2 ™ ,..., X? " ])PP et donne alors (1). La formule (2)
n’est autre que I'explicitation de 'enveloppe aux puissances divisées (Ao @y, ()
k[u])PY précédente (cf. [FM, I1.1.7] ou la preuve de [Br4, 2.2.2.2]).

O

COROLLAIRE 2.3.3. Les faisceaux Ofﬂf et jﬁ?f sont plats sur W, et on
a des suites exactes dans (Ab/Ok):

cris P cris cris
0— Oiﬂr - On+i,7r - On,w —0

et
0 — g B g g,
De (2.3.2), on déduit également que le complexe 0 — Jf;is — Offr,lf —
O1 — 0 est une suite exacte dans (Ab/Ofk). Les faisceaux O, étant aussi
trivialement plats sur W, en utilisant (2.3.3) et un dévissage élémentaire, on
a pour tout n € N* des suites exactes 0 — jjj’ﬂif — Off‘ﬁ — O, — 0 dans

(Ab/Ox).

Le Frobenius cristallin, qui existe car on a muni la base E,, d’un (relevement
du) Frobenius (2.1.1), induit un opérateur semi-linéaire ¢ : (’)ﬁfﬁ — (’)%“Tf’ tel
que QS(J:T ) C pOf{iﬁ (on le vérifie a partir de (2.3.2)). Par le méme argument
de platitﬁde qu’en [FM, I1.2.3] ou [Br4, 2.1.2], on en déduit pour tout n € N*
un opérateur ¢ = “¢/p”: JF — OIS dans (Ab/Ok).

LEMME 2.3.4.  Pour tout X de Spf(Ok )syn, on a FillSO;fi,f(%) C T (%)
et, sis € Fil'S et x € O5(X), ¢1(sz) = ¢p1(s)¢(x). En particulier, la donnée
(Of% (%), TE(X), ¢1) est un objet de'(Mod/S) (2.1.1).
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. . . is sld i . i
Preuve. Si s € Fil'S, le morphisme O — OpF se factorise par J7°
et le diagramme:

Ocris s.Id jcris
n,m n,m
pr(s)Id | l #1
¢

cris cris
On,Tr On,ﬂ
commute, d’ou le résultat. O

cris _ 13 cris cris _ 13 cris *
Enfin, on pose O = lmO, 7 et 7 = limJ, . Pour tout n € N7,

on a encore des suites exactes dans (Ab/Of):

cris cris P cris
0— OTLJT - OOO,7T - Ooo,w - 07

. . '3 .
cris cris P cris
Oﬂjnﬂr *)joonr%joonrg)o

et, pour tout objet X de Spf(Ox)syn, (OL5(X), TIE(X), ¢1) est un objet de
'(Mod/S).

3. Schémas en groupes de type (p,...,p)

On suppose p # 2. On construit une anti-équivalence de catégories entre la
catégorie des schémas en groupes finis et plats sur O tués par p et (Mod/S7)
ou (Mod/Sh).

3.1. Le schéma en groupes associé a un module annulé par p. A tout
objet M de (Mod/S1), on associe un faisceau Gr(M) sur Spf(Ox)syn défini
par (voir (2.3.4)):

Gr(M)(X) = Hom/(rpod/s,) (M, OF5(X)).
On obtient ainsi un foncteur contravariant:
Gr: (Mod/S1) — (Ab/Ok), M — Gr(M).

Nous allons montrer que Gr(M) est représentable par un schéma fini et syn-
tomique sur Og.

Jusqu’a la fin de cette partie, on se fixe une racine p®™¢ 7, de 7 dans
Oz, un objet M de (Mod/S1) de rang d et une base adaptée (eg,...,eq) de
M (2.1.2.6). Soient O, = Og][m1], (r1,...,7q) les entiers de {0,..., e} tels

que u"ie; € Fil' M et G Punique matrice de GL4(51) telle quer

o1(ureq) el
: =G

p1(u"dey) ed
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Soit G l'image de G dans GLg4(S1) = GLg(k[u]/u?), on a un isomorphisme
k-linéaire k[u]/u® = Ok, [p @ p) k, u' — 7] @ X = AP 7 @ 1. On note
Gr = (aij)1<i<a un relevé dans GLy(Ok,) de 'image de G dans GLg(Of, /).

1<5<d

On pose:
Ok, [X1,...,X4d]

X7+ % Fl) Zalj a+ F(T:d Zady

Rl,M =

(rappelons que u®—pF(u) est le polynéme minimal de 7). Il est clair que R, 14
est fini et syntomique sur O de rang p?. On lui fait subir trois transformations
successives:

e on note ”RM la restriction a la Weil de Ok, a Ok de RL Mo
e on note 'R )4 le quotient de "R 4 par ses éléments de p-torsion,
e on note R4 la complétion p-adique de 'R M-

La Og-algébre R ), est plate et p-adiquement compléte.

PROPOSITION 3.1.1.  L’anneau R4 est fini et syntomique sur O de
rang p°.

Preuve. La Ofg-algebre "R )4 se décrit explicitement comme suit: soient
Si,l € OK[X1,07 o Xip-1, X020, Xop1,.. ., Xg0,- - ,Xd,pfl] tels que pour

ie{l,...,d}:
<Xi,0 +mXi+-+ ﬂlei,p1)
(ZCLU ]0+7T1X]1+ -+ f ]p 1) ZT(l il

dans OKl [XL(), ce ,X17p_1, X270, ce ,X27p_1, ce ,Xd’(], vee ,Xd,pfl], on a
//R/\/l = Ok[X1,0,--.,Xap-1]/(Si1) 1<i<a . Notons:
o<

p

<i<p-1
p—1
S14 X1, Xio X1
S = : , o Xu= : , Y= : ;
—1
S, Xa, Xgo Xa

et Gr = Go+mG1+-- '+7T11)_1gp—1 ou Gy € GLd(OK) et Gy € My(Ok)sil > 1,
un examen des équations définissant les S ; donne:

e—nr;

S.o = Y.o + Diag(~

F(Tr)) “Go- Xo+mfo(Xoo-o s Xop-1)s
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Sai=pg(X 0, X p-1) +

e—r;
) - <g0~X.,l +G. X a9+ +G X o+7nfi( X 0,... 7X.,p—1)>

Diag( Fir)

ou
a(X. 0, s Xp1) =Y +7h(X ..., X p—1)

(si 1 > 1) avec hy(X 0y, X p-1) et fi(X 0,..., X p1) dans (Og[X;;])<.
Pour [ > 1, cela donne (quitte a changer h; et f;):

. 7.(.8—7’2' _ . - 1
S = Diag( F(ﬂ’)) -Go - (Id+ G, 1. Diag(m ’Xf?o ) - X
) e
+ Diag(5) G (WX, Xopm) + TR s X))

Soit H = Id + ggl 'Diag(w”Xf:al), je dis que I'image de H dans My(R )
n
tombe dans GLg4(R /). Les coefficients de <g0—1 . Diag(w”Xﬁ&U) sont des
polynémes homogenes de degré n a coefficients dans Ok en les variables
(Z1,...,2Zq) ou Z; = wrngal, done, comme R4 est complet, il suffit de
montrer que si ny +---+nqg =n, 2" --- Z;* tend (p-adiquement) vers 0 dans
R\, lorsque n — +00, ou encore Z' — 0 (dans R ) si n — +o00. Clest clair
sir; > 1. Sir; =0, un examen de S o montre que I'image de Xffo dans RM

est dans TR ), donc Zj" = XZ(()pfl) tend vers 0 dans R . On a donc pour

[ > 1 des équations dans R 5 (car R 5 est sans m-torsion et Gy est inversible):
Xo=-H" (X0, X)) +7filX 0, X po1))

qu’on peut récrire dans Iy, en injectant successivement la formule~ donnant
X ;-1 dans celle donnant X ; et quitte a changer fi: X ; = —Ht (M(X )+
Tfi(X 0, X p-1)), les hy étant des éléments de (RM)d ne dépendant que de
I'image des X; . En réinjectant la formule des X ; (I > 1) dans les f; et par un
procédé inductif élémentaire, on voit que les X ; sont déterminés dans R 1 par
les X o. Plus précisément, si I = {i € {1,...,d}/r; > 1}, J ={1,...,d} \ I
et R est I'image de Ox{X;0,% € I}[[Xj0,j € J]] dans R, (rappelons que
I'image de Xio est dans mR 54 si j € J), on voit que 'image de X;; dans R 4
tombe dans R. On en déduit des équations dans Ry, de la forme:

e

F(m)

d
> a)Xj0) + 7 fi(X10.-- ., Xa0)
j=1

P _
Xio=—

ot fi(X10,...,X40) € R et (“%)ié"é‘é = Go € GL4(Ok). Par un nouveau
SJI>

procédé inductif (en réinjectant la formule des X dans fz), on a finalement
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des équations:

8—

ngo — _F( Z%on + 7 fi(X1,05- -+, Xap)
7=1

pour certains f;(Xi0,...,X40) € @ (’)KX% .- X4, Autrement dit, on a:
n;<p—1

O [Xl’(), Ce 7Xd,0]

Ryg =~ :
i ( Zaly 50) +7f1 e X o+ F(n)d Zangj,0)+7rfd
7=1

ou les f; sont comme ci-dessus. Il est alors clair que R 4 est fini et plat de
rang p? sur Ok et que les d équations du quotient forment une suite réguliere
(regarder modulo 7). O

La preuve précédente permet une description calculatoire un peu fasti-
dieuse de R M- Mais il existe un cas ou R M Se décrit facilement:

PROPOSITION 3.1.2.  Supposons qu’on puisse choisir G dans GL4(Ok)
(par exemple si G € GLg(k[uP]/uP)), alors:

OxlX1,..., X,

RM:
( R S )

Preuve. Avec les notations de la preuve précédente, on a G, =0sil > 1
(ou G = Gp), et on vérifie qu’on aboutit a des équations dans R M bour
[ >1delaforme X ;= —H ' (nfi(X 0,...,X p1)) OU f1 € ((’)K[Xm])d sans
termes constants et sans monomes en les X; o seulement. Un procédé inductif
montre alors que les X;; sont tous nuls dans Ry des que [ > 1. On en déduit
facilement le résultat en posant X; = X . |

Remarque 3.1.3. Sie = 1, on sait que M provient toujours de la catégorie
de Fontaine-Laffaille M£’1 (voir [Br3, 2.4.1] et [Br4, 4.4.1]). On en déduit
que dans le cas e = 1, on peut toujours se ramener & G € GLg(k) et (3.1.2)
donne dans ce cas une description directe de R ).

PROPOSITION 3.1.4.  Pour tout X dans Spf(Ok )syn, on a:

Homspf(OK) (%, Spf(RM)>

= HomSpf(OKl) <Spf(OK1) XSpf(Ok) X, Spf(Rl,M)>'
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Preuve. On a:
Homg, (O (% Spf (RM)> = Hompy (R DX, O%)),
Homg,, v O <Spf (Ok,) x X,Spf(R, M))

= HoIIlOK1 (RI,M’ Ok, ®OK (%, O%))

Mais:
Home),, <RL MOk, 80, T(E, O%)) — Homg, (”R M T, (9%))
— Homg, (’R RYES oy)
= Homgp, (RM, (%, Ogg))
en utilisant la définition de "R 4 et le fait que I'(X, Ox) est plat sur O et
p-adiquement complet. O

PRrOPOSITION 3.1.5. Soit Spf(Rpq)~ le faisceau sur Spf(Ok)syn
représenté par Spf(R ), il existe un morphisme canonique non nul de fais-

ceauz sur Spf(Ox)syn: Spf(R )™~ — Gr(M).

Preuve. Notons pour simplifier O (2() au lieu de OFE(Spf(A)) si A est
une Og-algebre formelle syntomique. Rappelons (voir 2.3.2) que le faisceau

O s’identifie au faisceau associé au préfaisceau
b

A= (W (A/p) @w, (s)n Walu])PF
ou les puissances divisées sont prises par rapport au noyau de 'unique fleche
Wi (A/p) @w, (6> Wnlu] — 2/p"

n n—1
qui envoie u sur I'image de 7 et (@, ..., an—1) sur aj +pal +---+p"lal |

(les a; relevant les @; dans 2/p™), et on a donc une fleche canonique
W (/) @w, (¢ Walul — OF2 ().

Par recollement, il suffit de construire pour tout 2 comme précédemment une
application canonique et fonctorielle

Homp), (R4, %) — Homi(vedss,) (M, OFF (1))
ou encore

Homp, ("R, %) — Homv(vod/s,) (M, IS(2A)).
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Soit f € Homp, ("Rpq, ) et a;j = f(Xi;) (cf. preuve de 3.1.1), & f on
associe dans un premier temps g : M — (’)‘fr,‘rs(Ql) définie par
Gle) =@ 1+ @u+ -+ 1 @ul?

(avec des notations évidentes) qu’on écrit pour simplifier @; 0 + ud;; + -+ +
up*16i7p_1. On vérifie que

u" (@0 +ut; 4+ -+ upflﬁi,p_l) € jf;s(le)
(car son image est nulle dans 2/p): calculons son image par ¢;. Soient T; €
Z[uP|[Xo, ..., Xp—1] les polynomes tels que
(Xo+uXi+--+ up_lXp,l)p =Ty +pul} +--- —|—pup_1Tp,1,

Ty € Z[u][Xo, ..., Xp,—1] le polynéme obtenu en remplagant les u? par des u
dans Tp et C; j les polynomes sur O (de degré < 1) en les X ; définis par (cf.
preuve de 3.1.1):

(%) (Go+mGi+---+ ﬂ{)_lgp—l) (Xo+mXai+-+ Wf_lX_,p—ﬂ
Cip Ci1 Cip—1
= o m | e :
Ca,0 Ca Cap-1

Quitte a prendre un recouvrement syntomique de 2(, on vérifie, en utilisant que
To = X{+uXV+-- -—i—up*lXSfl mod p, que pour tout i € {1,...,d} I'élément:

2 2 —2

u"To([@g ], (8 1) + p[Ci0 @ )]
de OF"5(2A) releve
u"i (@0 + ull g+ o+ P )

et a pour image 0 dans 2/p2 ([.] désignant le représentant de Teichmiiller).
Son image par ¢; = “%” dans Of5(2l) donne:

1,7

(u" (@0 + w1 + -+ uP 1T p1))P

— upri+1T1(ai,o, ... ,a¢7p,1) —
p
= PP (@0, 1) 4 Clo (@)
Notons 'T; € Ok[Xo,...,Xp—1] les polynomes obtenus en remplagant u? par
7 dans les T;, par définition les a;; vérifient les égalités pour 1 <1 < p — 1:
7 T(3,0, - - -, Gip-1) = —Cig(am ). Mais, dans OF%E(2), on a uP = 7 (car,

-1
avec les notations de (2.3.2), u — X} est muni de puissances divisées dans
mO?(2;)) de sorte que:

1,7

WP (@0, 1) = W T TN @0, Gipo1)) = — U Co(@n)-
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Comme on a une égalité analogue & (%) (modp) en remplacant G, par G €

GLd(Sl), m1 par u et m par u” dans les coefficients des C; ; mod p, on déduit
d

de ce qui précede que ¢1(u"g(e;)) = yp(ug(e;)) + Zdijg(ej) ou (a;;) = G.
j=1
Finalement, il existe ¢y, ..., ¢4 dans jf;:s’[p ] () (en fait dans I'idéal de Of;f(Ql)
engendré par les y,(x), z € JE(A)) tels que:
P1(ug(e1)) g(e1) 1
: =g : +1
p1(u"g(eq)) g(ea) cd
Etiln’y a qu'une fagon d’en déduire un élément g de Homv(\joq,,) (M, Ofr,lf(Ql)),
c’est de poser:
g(e) gler) c1
: = : +¢7t | O

g(éd) g(ea) cd

Soient une Ok-algebre syntomique formelle
A=0{X1,.... X }/(f1,- -\ [s)
avec (f1,..., fs) transversalement réguliere,
W= O {XE XV XV Y (Xo—7, fre oo fs)
comme en (2.3.2),

B, = OK1 ®OK PIER Ao = lgngll

7

et
B = OKI ®OK Ao
On pose
Fil's;, = {zeB;/aP € pB;}
et
Fil'B,, = {z€B, /2P €pBu}:

ce sont des idéaux de B; et B, respectivement et on note Fil"B; = (Fill‘Bi)m,
Fil™B,, = (Fil'B.)™ (m > 1). On définit ¢, : Fil'B; — B;, x — 2P/(—p)
= ¢1(x) (vesp. avec By). Si z € Fil'B; et § € Fil™B;, un calcul simple
montre que pour m > 2, ¢1(x + ) — ¢1(x) € Fil™B;, de sorte qu'on peut
encore définir ¢y : Fill‘Bi/Film%i — B, /Fil"™B; pour m > 2. En particu-
lier, B;/Fil"B; et B /FilPB,, étant tués par p, on peut les munir d’une
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structure d’objet de ’(Mod/gl) en posant Fi]l(%i/Fﬂp%i) = Fill‘Bi/Fﬂp‘Bi,

Fill (B, /FilPB,.) = Fil'B, /FilPB ., ¢1 comme ci-dessus et en définissant la

structure de S;-module par (Auf)z = A\~ (7} @ 1)z, X € k, z € B, /FilPB; ou
Boo/FilPB o (les conditions en (2.1.2) sont bien vérifiées).

LEMME 3.1.6.  On a un isomorphisme:
Homy (rgod/s,) (M OFF (o0)) = Hom, yg4/5,) (M, Boo /FilP B )
ot M est Iobjet associé & M en (2.1.2.2) et C“S(Qloo) est comme en (2.3.2).
Preuve. Soit Ase = s /pAs0, on a un isomorphisme A,-linéaire
Ao [u)/ (6P = 7) = B [pBs, w1
e (2.3.2), on en déduit un isomorphisme de Sj-modules:
18 (o) /T P (o) 7 Boo /Fil B

et c’est un exercice de voir qu'il s’agit d’un isomorphisme dans '(Mod/S;). 1l
suffit donc de montrer que la surjection

15 (9oo) — OF(Ang) /T3P (2o )
induit un isomorphisme
Hom (vioa s, (M OFF (so)) = Hom, yyq/5,) (M, OF 8 (21o) /717 W (010)).

Mais soit ~
f € Hom,(MOd/gl)(/\/L Crls( )/‘7167;1—25 [p ( OO))

et f(e;) des relevés de f(e;) dans OCHS(QlOO), il est clair que:

¢1(u Tlf(el)) f(e1) ' d
~g| e (amPaen)
¢1(Wf (€d)) fed)
d’ou le résultat en raisonnant comme a la fin de la preuve de (3.1.5). O

LEMME 3.1.7.  On a un isomorphisme:

Homg . (R; pgs Boo) — Hom, /5,y (M, Boo /FilPBoo).

Preuve. Soit f € Home (Rim,Boo) et by = f(X;) (cf. description de
1 ~
R pq), vula Strllcture d’objet de '(Mod/S7) de %Oo/liilp‘Boo, il est presque
évident que g : M — B /Fil"B définie par g(e;) = b; (avec des notations
évidentes) est un morphisme de '(Mod/S7). Ceci définit une fleche:

Home, (B pf: Boo) — Hom, /5,y (M, B /FilPBoo).
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Montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme. Comme R, 4 est de type fini sur

Ok, et M de type fini sur Si, on a
HomoK1 (RI,M’ Boo) =~ liLnHomOK1 <R1,M’%i)7

Hom, (yj,4/8,) (M Boo [FilPBoo) = limHom, (yjq5,) (M, B, /FilPB;)

et il suffit de montrer que la fleche (construite de la méme maniere)
HomOKl (RLM ) %Z) - Hom’(Mod/S’l) (M, %Z/Fllp%z)

est un isomorphisme pour ¢ > 0. Pour cela, il suffit de montrer que toute
solution dans (8, /Fil?®8;)? du systeme:

¢1(my'b1) by
(S) : =Gn|
p1(m1*bg) ba

ot 7y’ b; € Fil'B; /FilP%B; se remonte de facon unique en une solution (du
méme systeme (S)) dans (B;)%. Comme 9B; est noethérien, Fil'B; est un
idéal de type fini et la topologie Fil'®B;-adique sur 9B; s’identifie & la topologie

p-adique, de sorte que B; = lim(B;/Fil"™B;). De proche en proche, il suffit

donc de montrer que toute solution de (S) dans (B;/Fil™B;)? se remonte de
facon unique dans (%B;/Fil"™198,)¢ pour m > p. Soient donc (by,...,by) une
solution de (S) dans (B;/Fil"™B;) et Ej des relevés dans 9B, /Fil™ 198, on a
7TIj Ej € Fil'; /FilmH‘Bi et on cherche des ¢; € Fil"B; /Film+1%i tels que
(Bj + ;) soit une solution de (S) dans (%B;/Fil"™"!%8;)9. Soit b un élément de
Fil"™B;, b = > 11+t avec t; € Fil'®8;. Un calcul donne ¢;(b) = 3 %
+ un élément de Fil™T1B; et % € FilP(m=YsB,  Puisque p > 3, on a
p(m —1) > m + 1 quand m > p et ¢1(b) € Fil™"1B;. De cela on déduit
¢1(7r71“j(6j +67)) = ¢1(my’ BJ) dans 9B; /Fil™ 198, et les (Bj + 6;) satisfont (S) si

et seulement si:

61 1 (7} b1) by
L =67t : ~ 0| )
bd ¢1(m1%bg) ba
dans (Fil™®B; /Fil™T198,)? d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 3.1.8.  Le morphisme de faisceauz sur Spf(Ok )syn:
Spf(Rpg)" — Gr(M)

défini en (3.1.5) est un isomorphisme.
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Preuve. 1l suffit de le vérifier localement pour la topologie syntomique.
On reprend les notations précédant (3.1.6). Pour tout ¢, on a défini en (3.1.5)
un morphisme Homey (R, 2i) — Homv(noq/s,) (M, §5(2;)). Par passage
a la limite inductive, on obtient un diagramme dont on vérifie facilement la
commutativité a partir de la construction des diverses fleches:

Homp, (Rpg %)  —  Homyioas,) (M, OF(2sc))

1,7

L (déf) (3.1.6) |2

(3.1.7)

HomOKl (Rl,M’%OO) — Hom’(Mod/S‘l)(Ma%W/Filp%oo>

et la fleche horizontale supérieure est bien un isomorphisme puisque les trois
autres le sont. O

3.2. Le module associé a un schéma en groupes annulés par p. A tout
groupe G de (p-Gr/Ok) annulé par p, on associe un objet Mod(G) de’(Mod/St)
défini par:

e Mod(G) = Hom(Ab/OK)(G’ Oﬁ‘f), la structure de S;-module provenant
de celle de O§s;

1,7

e Fil'Mod(G) = Hom(Ab/OK)(G’ JEsY,

1,7

e ¢1 : Fil'Mod(G) — Mod(G) est induit par ¢; : J5* — Of (2.3).
Nous allons montrer, en utilisant de fagon essentielle plusieurs résultats de
[BBM], que Mod(G) est un objet de (Mod/S1), i.e. est un Sj-module libre de
type fini tel que ¢; (Fil'Mod(G)) engendre Mod(G) sur Sj.

Pour suivre les notations de [BBM], nous posons, uniquement dans cette
partie, S = Spec(Ok /p), qu’on prendra garde & ne pas confondre avec I’anneau
S de (2.1.1) (nous utiliserons seulement les anneaux S, ici). Soit n € N*,
on rappelle qu’on a fixé un épaississement a puissances divisées S — FE, ol
E,, = Spec(S,) en envoyant ~;(u®) sur (F(r))ip'/i! = 0 dans Ok /p (cf. 2.3,
les puissances divisées sur Ker(S,, — Ok /p) étant bien sir prises compatibles
aux puissances divisées canoniques sur pSy). On note (S/E,)crrs la catégorie
dont les objets sont les quadruples (U,T,4,6) ou U est un S-schéma, T' un
E,-schéma, i : U — T une immersion fermée avec un diagramme commutatif:

i

U — T
! !
S — £,

et 6 une structure d’idéal a puissances divisées sur 1'idéal définissant 4, com-
patible aux puissances divisées sur F,. On abregera (U,T,i,6) en (U,T). On
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définit les morphismes de la facon usuelle ([BBM, 1.1.1]) et on dit qu'un mor-

phisme:
U/ [N T/
! !
U — T

est syntomique s’il est cartésien (i.e. U' = UxpT") et siT’ — T est syntomique.
On munit (S/E,)cris de la topologie engendrée par les familles surjectives de
morphismes syntomiques. Pour tout objet (U, T") de (S/E))cris, on définit de
maniere analogue le site (U/T")cris en remplacant S par U et E, par T et, pour
tout S-schéma X, le site (X/Ey,)cris en remplagant S par X. On note Abg/ g,
et Abyp les catégories de faisceaux abéliens sur (S/E,)cris et (U/T)cris
(définies comme d’habitude, cf. [BBM, 1.1.3]). Soit G un schéma en groupes
fini et plat sur O, G1 = G X g (901 SPec(Ox /p), on note avee ([BBM, 1.3.1])
G, le faisceau sur (S/Ey)cgpg défini par G;(U,T) = G1(U) = Homg (U, G1).
Pour tout faisceau F' de Abgp, , soit Homg,/g, (Gy, F') le faisceau défini par
Homgp, (G, F)(U,T) = Homap,, ,.(G1y, Fu), ot Gy et Fiy désignent les
restrictions de G, et F' a (U/T)cris, et:

Homg/p, (G;, F) = Homapg, ;. (G, F) = HO((S/En)CRIS,HomS/En(Ql, F)).

Pour 7 > 1, on définit également les faisceaux Sxtfg /B (G, F) comme les fais-
ceaux associés aux préfaisceaux (U, T) — EthAbU/T (G, Fv) (cf. [BBM],1.3.3)

et Extfg/En (G, F) = H((S/Ey,)criss Extfg/En (G, F)). Soient Ssyn la catégorie
des S-schémas munie de la topologie syntomique et (Ab/S) la catégorie des fais-
ceaux abéliens sur Sgyn, on définit enfin un foncteur w, : Abg/g, — (Ab/S)
qui & un faisceau F associe:

X —w.(F)(X) = H((X/En)crs, Fl(x/En)ons)
= HO((X/En)CriS7 F’(X/En)crls)
qui est bien un faisceau sur Ssyn ((X/FEp)eris est le petit site cristallin, cf. 2.3).

LEMME 3.2.1. Awvec les notations précédentes, soit F' un faisceau de
Abg/g,, on a:

Homg,p, (G, F) = Homay/s)(G1, wi F).
Prewve. Si H € (Ab/S), on note w*H le faisceau sur (S/E,)cris défini

par (w*H)(U,T) = H(U): (w*, w,) forme un couple de foncteurs adjoints ([Be,
II1.4.4]). Comme G; = w*Gy, on a:

HomS/En(Ql,F) = HomS/En(w*Gl,F) = Hom(Ab/S)(Gl,w*F). O
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On note G, le S-schéma en groupes Spec((Ok /pOk)[X]) et G, le faisceau
de Abg, g, défini par G,(U,T) = Homg(U, G,).

COROLLAIRE 3.2.2.  On a des isomorphismes:

Homg)p, (Gy, Og/m,) =~ Homzp0,(G, o),
HomS/En(Ql,Qa) ~ HOm(Ab/OK)(G, 01)

Preuve. Soient Ag, (resp. Ag) la multiplication G xg Gi1 — G1 (resp.
G Xspf(OK) G — Q) et pr;, i € {1,2}, les deux projections G; xg G; — Gy

(resp. G X G — @), on a (avec des notations évidentes):

spf(Ok)
Homays5)(G1,wiOs/E,) = {z € w.Os/g,(G1)/(Ac, — pr; — pry)(z) = 0}
= {2z € 0,7 (G)/(Ag — pry — pry)(x) = 0}

= Hom(Ab/OK)(G’ O z) par (2.2.2),

d’ou le résultat dans ce cas par (3.2.1). La preuve avec G, a la place de Os/E,
est la méme puisque w, G , est le faisceau structural sur Ssyn ([Be, 111.4.4.8]).
U

Dans [BBM, 3.1.5] il est associé a G un cristal D(G1) (dit de Dieudonné)
sur (S/Ey)cris défini par D(G1) = 5xt}g/En(Q1,OS/En) ([BBM, 3.1.3]). En
fait, le cristal construit dans (loc. cit.) vit sur un site plus gros, noté (S/%)cris,
et ce que nous appelons D(G1) ici en est la restriction au site (S/E,)cRris
([BBM, 1.3.3.8]). La topologie syntomique n’est pas considérée dans [BBM],
mais il s’agit bien du méme cristal par [BBM, 2.3.11]. En particulier:

PROPOSITION 3.2.3 ([BBM, 4.3.1]).  Supposons G tué par p de rang p?,
alors le cristal D(G1) est un faisceau de Ogp, /pOs/E,-modules localement
libres de rang d.

ProroSITION 3.2.4.  Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Ok
tué par p™, on a un isomorphisme canonique de Sp-modules:

H°((S/En)cris, D(G1)) = D(G1)(S, E,) — Homgg, (G, Oy/,)-

Preuve. On applique [BBM, 4.2.9] avec m = n et T, = E,. O

Comme E,, = Spec(S,,) ou S,, est un anneau local, on déduit de (3.2.2),
(3.2.4) et (3.2.3):

COROLLAIRE 3.2.5.  Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Ok tué
par p de rang p?, le Si-module Mod(G) = Hom(Ab/(’)K)(G Uis) est libre de

1w

rang d.
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Avant de passer au ¢1, notons le lemme suivant, qui sera utile:

LEMME 3.2.6. Soit 0 — G' — G — G" — 0 une suite exacte de schémas
en groupes finis et plats sur Ok tués par p*, alors on a une suite exacte de
Sn-modules:

0— Hom(Ab/OK) (G//7 Oflr’;f) — Horn(Ab/OK)(G7 0;311:1;)
— Homap /0(G O57) — 0.

Preuve. Par [BBM, 4.2.7], on a une suite exacte courte de Op,-modules
dans (E)

Zar:
0— &xty/p (G, Os/p ) Bnme  — Extsp, (G1, 05/, Bnp

— Exty g, (G, 08B,y — 0-

Comme ces faisceaux sont quasi-cohérents ([BBM, 2.3.1]) et que E,, est affine,
on a encore une suite exacte avec les H°((S/E,,)cris, —)- Par (3.2.4) et (3.2.2),
on en déduit une suite exacte comme dans 1’énoncé. O

Nous montrons maintenant que ¢; (Fil'Mod(G)) engendre Mod(G) (G tué
par p). Bien que certains résultats soient valables sur (S/E,)cris, n > 1, et
avec un schéma en groupes fini et plat G annulé par une puissance quelconque
de p, on se restreint la plupart du temps au cas n = 1 et pG = 0 pour sim-
plifier. Pour tout (U,T) de (S/FE1)cris, le morphisme Op — Op induit une
surjection Og/p, — G, dans Abg/p,. Comme Exté/El(Ql,OS/El), le fais-
ceau Extig/El (G1,G,) est un Og/p,-module (quasi-cohérent au sens de [BBM,
1.1.18]) et son calcul pour la topologie syntomique s’identifie & son calcul pour
la topologie de Zariski ([BBM, 2.3.12]).

LEMME 3.2.7.  Soit G un schéma en groupes fini et plat sur O tué
par p et Gy = G XSpec(Of) Spec(Ok /p), la surjection Og/p, — G, induit
une surjection de Og;p,-modules Sxt}g/El (G1,05/E,) — Sxt}g/El (Gy,G,) dans
Abg/p, -

Preuve. Pour tout groupe p-divisible H sur S, on note H le faisceau
(U, T) — H(U) sur (S/Ey)cris (n > 1). Rappelons que Jg/p, est le fais-
ceau sur (S/E1)cris défini par Jg/ g, (U,T) = Ker(I'(T, Or) — T'(U,Op)) et
qu’on a une suite exacte dans Abg/p: 0 — Js/p, — Og/p, — G, — 0.
Puisque S est le spectre d’un anneau local, par [BBM, 3.1.1] il existe un
S-schéma abélien A et une S-immersion fermée G; — A (c’est un cas par-
ticulier d’'un théoreme de Raynaud). Soit H le groupe p-divisible associé a A,
alors H = H/G; est encore un groupe p-divisible ([BBM, 3.3.12]), de sorte
qu’on a une suite exacte pour la topologie fppf: 0 — G; — H — H' — 0. Pour
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i <2etx e {Gy,H, H'}, les faisceaux SXtig/El(i, Ts/B1 ) Sxtg/El (x,0g/p,) et
Sxtfg o (x,G,) sont égaux aux Ext’ correspondants calculés pour la topologie
fppf ([BBM, 2.3.10, 2.4.5, 2.3.12 et 2.4.6]). On a donc un diagramme commu-
tatif dans Abg,p,:

Exty g (H,Og/p,) — Extlp (G1,05/k,)

l l
Extlyp (H,G,) —  Extyp (G,G,) — Extgp (H,G,)
|

gXt%/El (Ea jS/El)

ol les deux suites de trois termes sont exactes pour la topologie fppf. Par
[BBM, 3.3.2(iii), 3.3.4(iii)) et 1.3.8], on a

gXt%/El (ﬁ,7 ga) = Eth/El (ﬁa jS/El) =0.

Une chasse au diagramme donne alors la surjection pour la topologie fppf, donc
pour la topologie syntomique puisque les deux faisceaux sont quasi-cohérents
au sens de [BBM, 1.1.18] (voir [BBM, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.9 et 2.3.12]). O

COROLLAIRE 3.2.8.  Awec les notations de (3.2.7), on a une surjection de
S1-modules:

EXt.ls'/El (Qla OS/El) - EXt}S‘/El (Qh ga)'

Preuve. Pour tout faisceau F sur (S/FE1)cris, on a HY((S/E1)cris, F) =
F(S, Eq) puisque (S, Eq) est U'objet final du site. Les faisceaux

Exty g, (G1, Og/p,) et Extyp (G, G,)

sont quasi-cohérents lorsque restreints a (FE1)zar (voir preuve précédente) et
comme F; est affine, le résultat est clair en vertu de (3.2.7). O

Pour tout groupe p-divisible H sur S, on note H(n) le schéma en groupes
fini et plat Ker(p™ : H — H) et H(n) le faisceau (U, T) — Homg(U, H(n)) sur
(S/En)cris (n > 1).

ProrosiTION 3.2.9.  Soit H un groupe p-divisible sur S, on a une sur-
jection de S1-modules: Homg g, (H(1),Og/p,) — Homg/ g, (H(1),G,).

Preuve. Si F est un faisceau sur (S/E7)cris annulé par p, on a une ap-
plication naturelle Ext}.le/El (H(1),F) — Homg,p, (H(1), F) qui & une classe
d’extension 0 — F' — & — H(1) — 0 dans Abg/p, associe 'homomorphisme
H(1) — F donné par le diagramme du serpent relatif & la multiplication par

p sur cette extension. Cette application étant clairement fonctorielle en F', on
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a un diagramme commutatif:

Extipg,, (H(1), Os/p,) — Homgyp, (H(1),Og/p,)

!
Extppg , (H(1),G,) —  Homg/p, (H(1),G,)

) =a

«—

qui se factorise par:

Extg, p, (H(1), Og/p,) — Homgp, (H(1), Og/p,)

| l
Extg p (H(1),G,) — Homgp (H(1),G,)

puisque le préfaisceau des homomorphismes locaux est un faisceau. Par (3.2.8)
et une chasse au diagramme triviale, il suffit de montrer la surjectivité de la
fleche horizontale inférieure, ou encore la surjectivité de la fleche:

(%) Extipg, ,, (H(1), G,) — Homg,p, (H(1), G,).

Mais, puisque H est un groupe p-divisible, on a une extension dans Abs/ By
0— H(1) —» H(2) % H(1) — 0 (en effet, 0 — H(1) — H(2) & H(1) — 0
est exact pour la topologie syntomique sur S en utilisant la premiere partie de
la preuve de (2.2.3) et on applique la propriété 4 des morphismes syntomiques
pour voir que la suite reste exacte dans (S/FE1)cris), elle fournit donc un ho-
momorphisme cobord Homg, g, (H(1),G,) — EXt/l\bS/El (H(1),G,) qui envoie
un homomorphisme f sur la classe d’extensions 0 — G, — H(2)®Dg1),t G, —
H(1) — 0. On vérifie en regardant le diagramme du serpent de la multiplica-
tion par p sur cette extension qu’'on a construit une section de la fleche (x),
d’ou le résultat. O

De (3.2.2), on déduit:

COROLLAIRE 3.2.10.  Soit H un groupe p-divisible sur Spec(Ok), on a
une surjection de Si-modules:

cris

LEMME 3.2.11.  Soit H un groupe p-divisible sur Spec(Ok), on a des
surjections de Sy-modules:
Hom a0y (H(2): 057) = Homap, /0, (H(1), OF7);
Hom(Ab/O )( (2), jcnS) — Hom(Ab/OK)(H(l) jCI‘lS)‘

Preuve. Par (2.3.3), on a un isomorphisme:
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et, par (2.2.3), une suite exacte dans (Ab/Og): 0 — H(1) — H(2) & H(1)
— 0, d’out la premiére surjectivité par (3.2.6) appliqué avec n = 2. On a aussi
un isomorphisme:

cris)

Hom(Ab/(f)K)(H(l)’Of;rs) = Hom(Ab/(’)K)(H@)’ 1,7

(resp. avec jﬁﬁs

(Ab/Ok) (2.3.3):

et Op). Le diagramme commutatif de suites exactes dans

0 0 0
I L !
0~ JEE - O 0 0
I I !
0 - By — 038 — O — 0
I I !
Y G
l | !
0 0 0
fournit un diagramme commutatif de suites exactes:
0 0 0
! 1 !
0 — Homap/ok)(H(2),J7%) — Homapjo)(H(2),0{%) — Homapjox(H(2),01) — 0
! ! 1
0 — Homap/o,)(H(2),J5%) — Homap o, (H(2),05%) —  Homab o) (H(2),02)
! 1 1
0 — Homap/o,)(H(2),J7) — Homap o, (H(2),05F) —  Homab/op)(H(2),01)
1
0

ou les surjections proviennent de (3.2.10) et de ce qui précede. Une chasse au
diagramme donne la deuxieéme surjection. O

Pour tout schéma X sur F,, on note F'x le Frobenius absolu. Soit G
un schéma en groupes fini et plat sur Og et G1 = G XSpec(OK) Spec(Ok /p),

a? - G
on note Ggp ) le produit fibré: | | . On a un Frobenius (relatif)
Fg
s =S5

F:G — Ggp) (car G est un schéma sur F),) et un Verschiebung V' : Ggp) — G
(car G est un schéma en groupes fini et plat) tels que FoV =pet Vo F = p.

LEMME 3.2.12.  Supposons de plus G tué par p™, on a un isomorphisme
Sp-linéaire:

Sh ®(¢)75n Hom(Ab/OK)(G’ Og;?) - Hom(Ab/S)(Ggp)’ w*OS/En)
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tel que le diagramme:

- ~ F
Sn®g),5, Homab 0, (G,ORR)  — Hom(Ab/S)(Ggmvw*OS/En) —  Homap,5)(G1,ws0g/E,)

i 1d®¢ i
Sn® (), 5, Hom(ab/0 ) (GOFR)  — Hom(ab/0,)(G,05°%) ~ Homayp/5)(G1,w«Og/p,)

cris

commute, ou ¢ est induit par le Frobenius O}2

G — GY.

— Off;s. et F' par le Frobenius

Preuve. Notons, avec [BBM], o : E, — E, le relevement du Frobenius
de S que définit ¢ : S, — S, dans (2.1.1), par [BBM, 1.3.5, 4.2.9] et des
fonctorialités faciles, on a un diagramme commutatif de Op,-modules:

o*(Homg g, (G1, Os/E,) Eppe)  — HomS/En(Qgp)aOS/En)’En,Zar
npn” T 2 2 T wpnn

O-*(gXtAIS'/En (Ql? OS/En)|En,zar) ;) gXt‘IS'/En (Q:([p)7 OS/En)|En,zar

ol la fleche horizontale inférieure est un isomorphisme car £ xtg /B (G41,04/E,)

est un cristal (cf. [BBM, 3.1.3 et 1.3.5]). Compte tenu de [BBM, 2.3.1] et du
fait que F,, est un schéma affine, on en déduit un isomorphisme S,,-linéaire:

Sn ®(4),s, Homgp, (G1, Osyp,) — Homgp, G, Os/E,)

d’ou I'isomorphisme de ’énoncé par (3.2.1) et (3.2.2). La commutativité
du diagramme provient du fait que la composée Ofﬂf(Gl) — O;fif(Ggp )) £
Oq‘giﬁ(Gl) est précisément la définition du Frobenius cristallin. O

LEMME 3.2.13.  Soit G un schéma en groupes fini et plat sur O tué par
p, on a:

Ker(Id ® ¢ : S1 ®(4),5, Mod(G) — Mod(G)) = Im(S1 ®4) s, Fil' Mod(G)).

Preuve. On le montre par un calcul local, indépendant de [BBM]. Soit
[ €51 8),s, Mod(G), il existe des f;, € Mod(G) tels que f s’écrive:

f = Z uinm(ue) ® fi,m-

Si (Id® ¢)(f) =0, c’est que pour tout 2 de Spf(Ok )syn et tout z € G(A):
> i (U)$(fim(x) =0

dans OF"5(21). 11 suffit donc de montrer f; (z) € JF2(2A). C'est un probleme

1,7

local; on peut donc supposer A = 2, (2.3.2). La formule (2.3.2,(2)) montre
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que pour tout (i,m), on a ¢(fim(r)) € A C OfF(As) et quon a une
injection:

@ Ui'Ypm(ue)Aoo - O‘{f;f(%loo)

d’'ott ¢(fim(x)) = 0 dans OF5(2As). On conclut alors par la suite exacte:
0 — J5(Aee) — OFF(Aso) 2, O (Ase) quon vérifie & partir de (2.3.2)
(p = 3). O

PROPOSITION 3.2.14.  Soit H un groupe p-divisible sur Spec(Ok), alors
é1(Fil'Mod(H (1)) engendre Mod(H (1)) sur Si.

Preuve. Soit Hy = H Xq,. ()5, le Verschiebung V' : H(2)® — H((2)
induit un homomorphisme:

Homap/s)(H1(2), wiOg/,) — Homap/s) (H1(2) ), 0, 0g/1,).

Par (3.2.1), (3.2.2), (3.2.12) et comme F oV = p, on déduit un diagramme
commutatif:

cris |4 cris
Hom(Ab/OK)(H(2)7 S — 92 ®g).5 Hom(Ab/OK)(H(2)7 gris)
I | 14e0
Hom(Ab/(’)K)(H(2), gf;f) AN Hom(Ab/OK)(H(Q), §r7lrs)

et un diagramme analogue avec Of'S (et H(1)). Soit

criS)
9

f € Hom(Ab/OK)(H(l)a 1,7
par (3.2.13), V(f) s’écrit: V(f) = s; ® fi ou s; € S et f; provient de

cris)

Hom(Ab/(’)K)(H(l)7jﬁﬁs) :Hom(Ab/(’)K)(H(Q)v 1,7 )

Par (3.2.11), il existe des relevés f; de f; dans Hom(Ab/OK)(H(2), 5n) et
I'image de

> si® fi € 82 ®h).5, Hom pp, /0, (H(2), O5'F)

dans S1 ®(4),s, Hom(Ab/OK)(H(l), §1%) est par construction V(f). Soit f
un relevé quelconque de f dans Hom(Ab/(’)K)(H(2)’ §%) (3.2.11), V(f) —
Yosi®fia qonc pour image 0 dans Se ® () s, Hom(Ab/OK)(H(Q), 7). Mais
on a une suite exacte:

0 — Hom(apj0,0)(H(2),05%) 5 Homap/o,) (H(2), 05F)

- Hom(Ab/OK)(H(Q) Cris) — 0

I Wy
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(preuve de (3.2.11)), d’out une suite exacte:

cris cris )

S2 @(4).5, Homabj0,0) (H(2), OF%) L Sy ®(4).5, Homap 0, (H(2), O5E

— Sy ®(g),5, Hom(ap, 0,0)(H(2), O7F) — 0.

Donc il existe
CI‘iS)

9 € 52 @(g),5, Hom pp, /09, (H(2), Of7
tel que pg = V' (f) = s;®; d'ot, dans Hom y, 05 H(2),05%) € 055 (H (2)):

(Id@¢)(> si® fi) = pld® p1)(D_si® fi)

= (I<j ® ¢)(V(f)) —p(d ® ¢)(g)
= pf—p(ld® ¢)(g)

qui entraine, dans Hom(Ab/OK)(H(Q), fr,lf) C fr,‘f(H(Q)) (2.3.3):

Id®¢1)(>_si® fi) = f — (1d® ¢)(g).

Mais g s’écrit - t; ® g; dans 1 ®(4),5, Mod(H(1)), d’'ou f = (Id® ¢1)(>_s; ®
i+ ¢t @ ufg;): tout f est dans I'image de Id ® ¢;. O

COROLLAIRE 3.2.15.  Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Ok
tué par p, alors ¢1(Fil'Mod(G)) engendre Mod(G) sur S;.

Preuve. En procédant comme en (3.2.7), on trouve un groupe p-divisible
H sur Spec(Ok) et une Og-immersion fermée (Ok est local): G — H(1).
En notant G’ le conoyau, on a une suite exacte dans (p-Gr/Og): 0 — G —
H(1) - G' — 0, d’ot un diagramme commutatif ou la fleche du haut est
surjective par (3.2.6):

ris

— Hom(Ab/OK)(G’ oY) — 0

cris)

Hom(Ab/OK)(H(l)v 1,7
1d@¢r | 1 1d®@¢:1
S1 ®(¢)751 Hom(Ab/OK)(H(1)7JIC,r7irS) — 5 ®(<f>)751 HOHl(Ab/OK)(G“"]f,l‘ﬂi_S)

Par (3.2.14), la fleche verticale de gauche est aussi surjective, d’ou le résultat.
O

Remarque 3.2.16. Soit G comme dans (3.2.15) et posons M = Mod(G)
et Fil' M = Fil'!Mod(G), des preuves de (3.2.14) et (3.2.15), on déduit aisément
que la composée:

(o)™ Fil' M
M = 5
T NS R M £ RIS M)
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(voir 2.1.2.3) n’est autre que le Verschiebung. Rappelons que le Frobenius
F=1d® ¢ (cf. 3.2.12): 51 ®(g),5, M — M s’exprime aussi a partir de ¢ par
o(x) = mgf)l(vx) (2.3.4).

3.3. L’équivalence de catégories. En (3.1), on a associé a tout objet M
de (Mod/S1) un schéma en groupes Gr(M) de (p-Gr/Ok) annulé par p. En
(3.2), on a associé a tout objet G de (p-Gr/Ok) annulé par p un module
Mod(G) de (Mod/S1). On montre ici qu’on a des identifications naturelles (et
fonctorielles): M = Mod(Gr(M)) et G = Gr(Mod(G)).

LEMME 3.3.1.  Soit M" — M un morphisme d’objets de (Mod/Sh) tel que
le noyau (du morphisme de modules sous-jacent) est contenu dans Fil? Sy M/,
alors ce noyau est nul.

Preuve. Soit K = Ker(¢ (Fil' M’) — ¢ (Fil' M)) et = = ¢1(y) € K, on a
z € FilPS; M’ donc T = 0 dans M’ (2.1.2.2) donc g € u¢Fil' M’ par (2.1.2.1)
donc y € uFil! M’ + Fil?S; M’ donc ¢1(y) = 0 = x; i.e. K = 0. Comme S est
plat sur k[uP]/u?, on a par (2.1.2.3): Ker(M' — M) = S1 @y jyer K d’0l1 le
résultat. O

LEMME 3.3.2.  Soit f : M' — M un morphisme d’objets de (Mod/S1),
on suppose: (1) rgg M’ =rgg M et (2) Ker(f) C FilPS1M', alors f est un
isomorphisme.

Preuve. Par (3.3.1) on a en particulier ¢;(Fil' M’) «— ¢;(Fil'! M). Soit
f: M — M le morphisme dans (Mod/S;) déduit de f (2.1.2.2), comme
o1 (FilP M) 5 61 (Fil* M) et ¢y (Fil'M) = ¢ (Fil'! M) (méme raisonnement
que dans la preuve de (3.3.1)), on a ¢ (Fil' M’) < ¢, (Fil' M) d’ott par (2.1.2.1)
M — M. Comme il s’agit par ailleurs de deux k-espaces vectoriels de méme
dimension, on a M’ 5 M d’ott M’ = M par (2.1.2.2). O

Soit M un objet de (Mod/S1), il est clair qu’on a un morphisme S;-linéaire
canonique:

M — HOHl(Ab/OK) <Hom/(Mod/Sl)(M, gf;rs), ir;s) >~ MOd(GI'(M))

qui préserve Fil' et commute & ¢;: c’est donc un morphisme d’objets de
(Mod/S1).

LEMME 3.3.3.  Avec les notations ci-dessus, le noyau (sur les modules
sous-jacents) du morphisme M — Mod(Gr(M)) est contenu dans Fil? S{. M.

Preuve. Soit x € M tel que, pour tout A de Spf(Ok)syn et tout f de
Homy (vod/s,) (M, OFE(2L)), on ait f(z) = 0 dans OFF(2). Notons, comme en
(3.1), R p4 la bigebre de Gr(M) et soit f I'image de Idg M dans Iisomorphisme
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Homp . (Raqs Rpg) = Homy(yioass,) (M, OC“S(RM)) (3.1.8), on a en parti-
culier f(z) = 0 dans OFS(R ). Soient (e1,...,eq) une base adaptée de M
d

(2.1.2.6), (s:)1<i<a € S tels que z = 3 s;e; et JP(R ) Vidéal de OF5(R )
i=1
engendré par les v,(z), © € Jf(R4), un examen de la preuve de (3.1.5)

montre que, dans (’)C“S(RM)/JLP]( Ryq),ona fle) = X o@01+ X1 ®@u+-- -+
X, ip—1 Q@ uP~ Lot les X; j interviennent dans la présentation de I ), associée

a la base (eq,...,eq) (cf. 3.1. 1) On a donc dans OC“S(RM)/J[p]( Rpg) (et

en allégeant les notations): Zsl i0 + uXZ 14+ - up_lyi’p,l) = 0. En

S

procédant comme en (2.3.2), on peut extraire des racines p”iéme sur R/ et

fabriquer un R . tel que

(B oo/ PRAL )/ (P — ) = OFE (R )/ I (Rpq )

ol J[p] (R Af o) est défini comme pour Ry, (I'injection résulte de (2.3.2,(2))).
Comme

(Bpq/PRAU]/ (WP = 7) = (Bpg oo /PR A o) U]/ (0P = )

puisque R pq /PR M oo €5t une limite inductive de recouvrements syntomiques
de R /pR 4, on a:

(Rpg/pRpq)[u]/ (P — ) = OF(R )/ JPN(R p )
d’ou

d
Zs_i(yi,o +uX1+ -+ up_lyi,p—l) =0
=1

d
dans (R4 /pRpq)[u]/(uP — 7), ce qui entraine modulo w: Zs_iyi,o = 0 dans

1=1
Rq/mR - En vertu de l'expression de Ry & la fin de la preuve de (3.1.1),
on en déduit 3; = 0 dans k pour tout i € {1,...,d}; i.e. s; € uS; +FilPS;. Soit
s, € 51 tel que s; — us; € FilPSy, on a donc

d
Y ousi(Xio+uXin+-+uP ' Xip 1) =0
i=1
dans (R4 /pRq)[u]/(uP — ) soit

S Xio+tuX;1+-+ up_17¢7p,1) € ueP_l(RM/pRM)[u]/(up — )

s.
I M‘“
I
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puisque (Rpq/pRpq)[u]/(uP — 7) est libre sur k[u]/u®. A nouveau, on en

d
déduit modulo wu: Zgéyw = 0 dans Ry /7R pq; ie. 5, = 0 dans k; ie.
i=1
s; € u2S; + Fil?S;. Une récurrence évidente donne finalement pour tout i €
{1,...,d}, s; € uS1 + FilPS,| = FilPS;. |

COROLLAIRE 3.3.4.  Pour tout objet M de (Mod/S1), on a M —
Mod(Gr(M)).

Preuve. Par (3.1.1) et (3.2.5), on a rgg, M = rgg Mod(Gr(M)), d’oti le
résultat par (3.3.3) et (3.3.2). O

LEMME 3.3.5. Soient G',G deux schémas en groupes finis et plats sur
Ok tués par p et f : G' — G un morphisme dans (p-Gr/Ok) qui induit un
isomorphisme Mod(f) : Mod(G) = Mod(G’) dans (Mod/Sy), alors f est un
isomorphisme dans (p-Gr/Of).

Preuve. Soient G = G Xg,0 (O Spec(k) et G, = G’ X $pec(OK) Spec(k),
puisque les bigebres de G et G’ sont completes pour la topologie m-adique et
sans m-torsion, il suffit de montrer que le morphisme de schémas en groupes
G}, — G}, est un isomorphisme. A partir de ¢y, on reconstruit sur Mod(G)
le Frobenius F' = Id ® ¢ : S1 ®(¢),5, Mod(G) — Mod(G) et le Verschiebung
Vi Mod(G) — S1®(4),5, Mod(G) (cf. 3.2.16) et on pose M (G}) = Mod(G) ®s,
k muni des F' et V induits o S; — k est la surjection v;(u) — 0, i > 1 (resp.
M(G),) = Mod(G') ®g, k). L’isomorphisme dans (Mod/St) induit donc un
isomorphisme de k-espaces vectoriels compatible & F et V: M(Gy) = M(G,).
Par ailleurs, Mod(G) s’identifie & D(G1)(S, E1) = Exté/E1 (Gy,0g/E,) ou
G1 =G XgpeeOf) S (3.2.4 et 3.2.2), cette identification étant compatible aux
opérateurs F et V (resp. avec G’). Par [BBM, preuve de 4.3.1], (M (Gy), F,V)
et (M(G),),F,V) s’identifient alors aux modules de Dieudonné classiques as-
sociés & G, et G.. Comme le foncteur de Dieudonné classique est pleinement
fidele ([BM,Th. 1]), on en déduit G}, = Gj. O

COROLLAIRE 3.3.6.  Pour tout groupe G de (p-Gr/Og) annulé par p, on
a G — Gr(Mod(G)).

Preuve. Soit G un objet de (p-Gr/Of) tué par p, il est clair qu’on a un
morphisme canonique dans (p-Gr/Og): G — Gr(Mod(G)), d’ott un morphisme
dans (Mod/S1): Mod(Gr(Mod(G))) — Mod(G) tel que la composée avec le
morphisme canonique en (3.3.3): Mod(G) — Mod(Gr(Mod(G))) — Mod(G)
est l'identité. Comme Mod(G) — Mod(Gr(Mod(G))) est un isomorphisme
par (3.3.4), la fleche Mod(Gr(Mod(G))) — Mod(G) est aussi un isomorphisme
dans (Mod/S7), d’ou le résultat par (3.3.5). O
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On a donc démontré:

THEOREME 3.3.7.  Supposons p # 2, le foncteur Mod (3.2) établit une
antiéquivalence de catégories entre la catégorie des schémas en groupes finis
et plats sur O tués par p et la catégorie de modules (Mod/Sy) (2.1.1). Le
foncteur Gr (3.1) en est un quasi-inverse.

4. Schémas en groupes annulés par une puissance de p

On suppose toujours p # 2 et on montre qu’un certain faisceau d’extensions
est “nul”, ce qui permet de faire les dévissages nécessaires pour étendre 1’équiva-
lence (3.3.7) au cas des p-groupes (finis, plats), puis au cas des groupes
p-divisibles.

4.1. Nullité de certains faisceaux d’extensions. Rappelons qu'une suite
0 - M —- M — M" — 0 dans '(Mod/S) est dite exacte si la suite de
S-modules sous-jacente est exacte ainsi que la suite 0 — Fil'l M/ — Fil'l M —
Fil! M” — 0 (2.1.1). La catégorie '(Mod/S) n’est pas abélienne mais, si M
et NV sont dans '(Mod/S), on définit 'ensemble Ext/l(MOd/S) (M, N) comme
les classes d’extensions 0 — N — & — M — 0 dans '(Mod/S). Sion a un
morphisme M’ — M dans '(Mod/S), le produit fibré de S-modules £ x 4 4 M’
muni de Fil'& XFill M Fil'! M’ et du ¢; induit est un objet de '(Mod/S) et on
a une suite exacte dans '(Mod/S): 0 = N — & x yy M" = M’ — 0. Si on a
un morphisme N — N dans '(Mod/S), la somme amalgamée de S-modules
N" @ pr € munie de Fil' V' Spii g Fil'€ (qui est bien un sous-module) et du
¢1 induit est un objet de '(Mod/S) et on a une suite exacte dans '(Mod/S):
0= N"—=N"@pE— M — 0. Donc Ext}(MOd/S)(M,N) est un foncteur
contravariant en M et covariant en A/. On dira qu'une extension est nulle si
elle est scindée dans '(Mod/S). Le lemme suivant, dont la démonstration est
laissée en exercice au lecteur, nous suffira:

LEMME 4.1.1.  Soient 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte
courte dans '(Mod/S), N un objet quelconque de '(Mod/S), f un élément de
Homv nioq)s) (M, N) et (E) un élément de Ext,l(MOd/S) (M, N), alors:

(1) I’image de f dans Ext,l(MOd/S)(M”,N) est nulle si et seulement si f
provient de Homv (njod/9) (M, N);

(2) U'image de (€) dans Ext,l(Mod/S) (M N) est nulle si et seulement si (€)
provient de Ext,l(MOd/S) (M N).

On rappelle que pour tout schéma formel X de Spf(Ok)syn la donnée
(OLE (%), TEE(X), ¢1) est un objet de '(Mod/S) et qu’on a des suites exactes
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dans '(Mod/S): 0 — OZE(X) — O (%) L O (%) (2.3). Soit M un
objet de '(Mod/S), on définit £xt,1(Mod/S)(M,Oggi§T) comme le faisceau sur

Spf(OK)syn associé au préfaisceau X +— Ext}(Mod/S) (M, ng;ir(%)) Si M est

dans '(Mod/S1), on définit de méme Sxt,l(MO a/ Sl)(/\/l, Ofrjf) comme le faisceau

sur Spf (O )syn associé au préfaisceau X — Ext,l(Mod/Sl)(./\/l, Of5(X)) (il s'agit
donc dans ce cas d’extensions tuées par p). On écrit Ext,l(Mo 4/8) (M, (’)ggiir )
= 0 (resp. 8xt/1(Mod/Sl)(M, %) = 0) si, quel que soit X dans Spf(Ok)syn,
toute extension de EXt’l(Mod/S) (M, O%5 (X)) (resp. Ext,l(Mod/Sl)(M s (%))

I Wy
se scinde sur un recouvrement de X dans Spf(Ox)syn.

LEMME 4.1.2. Soit ./\/l un objet de (Mod/S1), si Ext,l(Mod/Sl)(/\/l, (’)ff;rs) =0
alors SXt’l(Mod/S) (M, 085) =0.

Preuve. 11 suffit de montrer que pour toute Og-algebre 2l comme en
(2.2.1) et toute extension 0 — OLS (A) — & — M — 0 dans '(Mod/S), il exis-
te un recouvrement syntomique de %I sur lequel I’extension se scinde. Notons pg
la multiplication par p sur &, les diagrammes du serpent relatifs a la multipli-
cation par p sur les suites exactes de S-modules 0 — Ogg{ir 2A)—=E->M—=0
et 0 — j(fgl;(Ql) — Fil'é — Fil'! M — 0 fournissent des suites exactes de
S-modules:

0 — OFZ(A) — Ker(pg) — M = OL5(A) /pOSS5 (),

0 — J{H8(RA) — Fil'Ker(pg) — Fil' M D 7252 (20) /pJ < ().

Soient (z1,...,xq) une base de M sur Sy et (yi,...,yq) une famille de Fil' M
telle que Fil' M = S S1yi+>] Fil' Syz;. A cause des suites exactes de faisceaux
0 — OfF — 0% 5 0Ly — 0et 0 — JF — JI5 5 Jgh — 0,1l
existe un recouvrement (2;);es de 2 dans Spf(Ok)syn tel que pour tout 4, j:

resgy. (1(x;)) =0et resq( (7"(ys)) = 0. Soit &5 = (’)ggsﬂ(Qlj)EBocris (52[)5 (somme

amalgamée dans '(Mod/S)), on a donc pour tout j un diagramme commutatif
de suites exactes dans '(Mod/S):

1,7

g ! l
0 — Ogg;(glj) - Ej - M — 0.

0 — OFfsERy) — Ker(pgj) - M — 0

Mais par hypothese pour tout j il existe un recouvrement syntomique (2;;/)re.r
de 2; tel que la suite exacte:
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est scindée. Comme on a un diagramme commutatif:
cris ., cris ., .
0 — OfF®Ryy) — OfF(Rj) @Of;rs(mj) Ker(pgj) -~ M = 0

! ! |
0 — Ogg{sﬂ(ﬂjj/) — OCHS (Q[JJ)@OCHS (Ql]) gj - M - O,

la suite exacte inférieure est également scindée, d’ou le résultat. O
PROPOSITION 4.1.3.  Soit M un objet de (Mod/S1), alors:

EXt’(Mod/Sl)(M Ocrls) == O

Preuve. Soit 2 dans Spf(Ox)syn €t oo, OFE(Ase) comme en (2.3.2),
il suffit de montrer que toute extension 0 — Of"E(As) = & - M — 0
dans '(Mod/S1) se scinde sur un recouvrement syntomique (fini) de 2. Soit
(e1,...,eq) une base adaptée de M (2.1.2.6), (r1,...,74) les entiers de {0, ..., e}

tels que u"e; € Fill M et G P'unique matrice de GLg(S1) telle que:

<b1(u tey) el

o1 (urd €d) ed

On va donc chercher & construire une section s : M — & dans '(Mod/St)
quitte a autoriser un recouvrement syntomique de 2. Soient é; des relevés
de e; dans &, on va les corriger pour que s(e;) = é; soit un morphisme de
"(Mod/Sy).

Compatibilité auz Fil'. Pour tout j, il existe §; € C“S(Qloo) tel que u'7¢é;+
6; € Fil'€. On rappelle la formule (2.3.2):

Aso[u — Yol

HCIO D (0 — Yo

(M0y.ersg 1) ENSH1

Voo (Y0 )Ypmi ($1) -+

© Ypms (¢S)mes+1 (u —Yo)

o, pour alléger, on a noté Yy = Xg_l. Donc 6; sécrit 6; = 6;0+0;,1 avec 65 €
Aso = Usc/p et 651 € TS5 (Uoo). Comme uf~"16; € Fil'€ (car u¢€ C Fil'€) on
au"i650 € T (Uso); e X 787 =0 dans Ay, ou encore w7 5;’70 = 7°x;
dans 2., ol 6J o désigne un relevé quelconque de 6;9. Comme 2|, est plat sur
Ok, donc sans w-torsion, on déduit 6 o = m7xj dans As. Soit y; € Ao tel
que yj =x;,ona (60— Yy y;)’ =0 dans Aco, e, 80— Yo'y € JC“S( 00);
ie. 050 —uy; € jms( ~) €t, quitte & remplacer é; par é; + y;, on peut
supposer u'7e; € Fil'€.



GROUPES p-DIVISIBLES 531

Compatibilité auz ¢1. Posons:

c1 ¢1(u"ér) €1
e : 2
cd P1(uéq) €d
et cherchons des §; dans O™ (2s) tels que u'76; € T (Aso) et:
$1(u(é1 + 61)) é1+ 61
=g )
¢1(u(éq + 6a)) €q + 04
c’est-a-dire solution du systeme:
¢1(u61) 61 1
(*) : =G| |- :
¢1 (u’"déd) 6d Cd

Ecrivons dans O$55(2(,) cj =cjo+cji+ciaolco€ A, cji € (u—Yy)Ax,

1,7
cj2 € ‘716;157[2] Aso) = (jf;is(Qloo))m, il suffit de résoudre séparément les trois

systemes (%g), (1), (*2) obtenus en remplacant les ¢; respectivement par les
€j0, Cj 1, ¢j2 dans le systeme (x) et d’additionner les trois solutions pour obtenir
une solution de ().

Résolution de (x2). C’est le plus facile. Puisque (ﬁﬂjﬁ?s’[z]@lo@)) =0
(car p > 3), il est clair que:
01,2 c1,2
=g!
0d.2 Cd,2
est solution.
Résolution de (%1). Un calcul simple montre que
g1(u—Yo) = ¥§ H(u—Yp) € T P (@);
on note Ay o cet élément et on cherche des solutions ;1 de (*1) sous la forme:
61,1 p Xo' uf
==Y | [+ ATt :
041 Hd ngﬂz

olt 15 € Of¥(2ss). Un calcul donne:

d1(u61,1) 011 Xt M1
: —G| ¢ | =Wlw-Y)| = |[-@-Y)g| :
P1(u"46q,1) bd.1 X5 ph td
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et il suffit de résoudre, si on pose ¢;1 = (u — Yp)d;, dj € Ax

[ dl YPrl
: — gfl 4 Yop—lgfl
Hd dg Yprd

2
En réinjectant cette équation dans les M? a droite, puis dans les M? qui appa-
raissent, etc... et puisque Yj' = 0 pour n >> 0, on voit qu’on construit ainsi
de proche en proche une solution (qui est du coup unique).

Résolution de (xg). Les éléments de Sy étant des éléments de (’)C“S(QLOO),
on peut également écrire la matrice G sous la forme: G = Gy + G1 + G2 ou
Go € GL4(Ax), G1 = (u— Yo)H, H a coeflicients dans A, et Gy & coefficients
dans J; 7:8’[2} (Aso) (écrire u = (u — Yp) + Yy dans G). Un calcul simple montre
qu’il existe des y; dans A tels que ¢1(u"i — Yy?) —v;(u—Yp) € ‘71':;:5,[2] (Aso);
on note Arj’g cette différence. On cherche les ¢ sous la forme:

1,0 Yo "t 3
N N RO
0d,0 Yy Mg d
: g Ay 2VEE Yo
+67 W) | |+ : + A1 : ]
- i)\ e Y
I 5} Yy M B
— G [(u—Yo)*H + G2 + (u —Y0)Go : ]
L Hd Yy Mg L

ot vj, p1; € O (). Posons w = ¢1(Y§) — vp(Yy) € A%, un calcul donne:

1,7

o1(u ”(51 0) 01,0
: — :
®1 (U” 8d.0) 64,0
YoprllﬂlJ M1
= Y (u-Y0) : —(u=Y0)Go | :
Yprd L
nYFe m) vy Yo "y
+ (u —Yp) : — (u—Yo)H
deop(e_Td)vg ye Tdy,
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vy Yo
+w]| —Go
P e=ra,,
vy Y,

et pour résoudre (xq), il suffit de résoudre successivement les deux systémes:

v Yo €10
(*0,1) wl t [=G : -
D e—r
v, Yy g €d,0
(*0,2)
I ol YE)I?(G*TI ) V;f Ydele v Yprl
. -1 . . —1,—1
© =% : -H : +Y5 G, :
ple—rq)_ p e=rd,, prd
Hd YaYy vy Y, Yy

Il est clair que (xg1) se résoud sur un recouvrement syntomique de A, (ou
) et (x02) se résoud alors comme pour (k;), en remplagant 2, par son
recouvrement, G par G et les d; par le nouveau terme constant entre crochets.

(I

COROLLAIRE 4.1.4.  Pour tout objet M de (Mod/S7),
gXt’l(MOd/S) (M, O&r)l?ﬂ) =0.

4.2. p-groupes finis et plats sur Og. Pour p # 2, on construit une anti-
équivalence de catégories entre la catégorie des p-groupes finis et plats sur Ok
et la catégorie (Mod/S) puis entre la sous-catégorie pleine des p-groupes dont
le noyau de la multiplication par p™ est plat pour tout n et la sous-catégorie
pleine (Mod FI/S) (2.1.1.4) puis entre la catégorie des groupes p-divisibles sur
Of et la catégorie des S-modules fortement divisibles.

4.2.1. p-groupes généraux. A tout objet M de (Mod/S), on associe un
faisceau Gr(M) sur Spf(Ok)syn en posant

Gr(M)(X) = Hom(viods) (M, O (X))
et on obtient ainsi un foncteur contravariant:

Gr: (Mod/S) — (Ab/Ok), M s Gr(M).

PROPOSITION 4.2.1.1.  Pour tout M dans (Mod/S), Gr(M) est représen-
table par un schéma en groupes fini et plat sur O, tué par les puissances de p
qui annulent M, et le foncteur Gr : (Mod/S) — (p-Gr/Ok) préserve les suites
exactes courtes.
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Preuve. Soit M un objet de (Mod/S) tel qu’il existe une suite exacte dans
'(Mod/S): 0 = M} = M — MY — 0 ou Mj et MY sont dans (Mod/S;). Par
(4.1.4) et (4.1.1), la suite de faisceaux 0 — Gr(Mf) — Gr(M) — Gr(M]) — 0
est exacte dans (Ab/Ok) et Sxt/l(Mod/S) (M, 05 ) = 0. Comme tout objet de
(Mod/S) s’obtient par extensions successives a partir d’objets de (Mod/Sh),
on en déduit Sxt}(Mod/S)(M,(’)gg{ir) = 0 pour tout M dans (Mod/S). Le
foncteur Gr : (Mod/S) — (Ab/Of) préserve donc les suites exactes courtes.
La représentabilité résulte alors de (2.2.4). O

A tout groupe G de (p-Gr/Of), on associe un objet Mod(G) de '(Mod/S)
défini par:

° MOd(G) = Hom(Ab/OK)(G’ OSQ’STF),

o Fil'!Mod(G) = Hom(Ab/(’)K)(G’ T,

e ¢ : Fil'Mod(G) — Mod(G) est induit par ¢ : T — O

oo,T"

Si H est un groupe p-divisible sur Ok, on rappelle que
H(n)=Ker(p": H— H).

PROPOSITION 4.2.1.2. Soit H un groupe p-divisible sur Og, alors
Mod(H (n)) est un S,-module libre de type fini et on a des suites exactes dans
'(Mod/S) pour touti € {1,...,n—1}:

0 — Mod(H(n — 1)) — Mod(H (n)) — Mod(H (7)) — 0.

Preuve. Par (3.2.6) (et la suite exacte 0 — O — O, it 0L — 0),
la suite est exacte sur les S-modules sous-jacents, ce qui entraine facilement
Mod(H (n —4)) = p*Mod(H (n)) (isomorphisme de S-modules). On en déduit
alors la liberté par un dévissage a partir du cas tué par p en utilisant que
Mod(H (1)) est libre sur S (3.2.5) ainsi que (4.2.2.1) (on peut aussi utiliser
directement [BBM, 3.3.10] et procéder comme en (3.2.5)). Reste a voir la
surjectivité des fleches Fil'!Mod(H (n)) — Fil'Mod(H (i)). Par récurrence, il
suffit de traiter le cas ¢ = n—1 et on raisonne comme dans la preuve de (3.2.11)
avec le diagramme commutatif:

0 0 0
! ! I

0 — JHE - O - 0 = 0
I I I

0 — JIE - O~ 0, — 0
! ! !

0 — T, — OF, — Oy — 0
! ! !
0 0 0

et avec H(n) au lieu de H(2). O
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COROLLAIRE 4.2.1.3.  Soit G un schéma en groupes de (p-Gr/Ok), alors
#1(Fil'Mod(G)) engendre Mod(G) sur S.

Preuve. Le résultat est vrai pour G = H(n) par (4.2.1.2), (2.1.1.1) et
(3.2.14). On le déduit pour G quelconque comme en (3.2.15) en utilisant
(3.2.6). O

Nous aurons besoin du lemme:

LEMME 4.2.1.4.  Soit M un objet de (Mod/S)) et soit Fil' M C Fil' M
un sous S1-module contenant Fil'S; M et tel que ¢y (Filllj\/l) engendre encore
M sur Si, alors Fil¥ M = Fil! M.

Preuve. Par (2.1.2.3), on a un isomorphisme de k[u]/u®-modules:
Fil' M /(u°Fil" M + Fil?$; M) =5 Fil' M/ (u°Fil' M + Fil”$; M)

qui entraine facilement la surjectivité de Fil'’ M — Fil' M. O

PROPOSITION 4.2.1.5. Le foncteur Mod : (p-Gr/Og) — '(Mod/S) préserve
les suites exactes courtes, et tombe donc dans (Mod/S).

Preuve. Le probleme est Iexactitude sur les Fil!, celle sur les modules
découlant de (3.2.6). J’ignore si I'on peut faire plus simple que la preuve qui
suit.

Premier cas. On part d’une suite exacte: 0 —» G} — G — G” — 0 ou G}
est tué par p, on a un diagramme commutatif de suites exactes de S-modules:

0 — Fil'Mod(G") — Fil'Mod(G) — Fil'Mod(G})

| ! !
0 - Mod(G") — Mod(G) — Mod(Gj) — 0

et on pose Fil'Mod(G}) = Fil'Mod(G)/Fil'Mod(G”) — Fil'Mod(G,). De
plus, Fil'$1Mod(G4) C Fil' Mod(GY) et ¢1(Fil' Mod(G})) engendre Mod(G})
sur Sy puisque c’est vrai pour Fil!Mod(G) (4.2.1.3). Par (4.2.1.4), on a donc
Fil'' Mod(G)) = Fil'Mod(G}) d’ott I'exactitude dans ce cas.

Deuzieéme cas. On part d’une suite exacte 0 - G' — G — GY — 0 ou GY
est tué par p. Soit n tel que p"G = 0, en procédant comme en (3.2.15), mais
de fagon duale (pour la dualité de Cartier), on trouve un groupe p-divisible
H sur Ok et un épimorphisme H(n) — G — 0. Notons G®) le noyau de
cet épimorphisme et G le noyau de I'épimorphisme H(n) — GY. On a un
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diagramme commutatif de suites exactes dans (p-Gr/Of):

0 0
T T
o - & —- G - G — 0
1 T I
0 — GW — Hn) — G — 0
T T
a® — B
T T
0 0

qui donne un diagramme commutatif de suites exactes de S-modules:

0 0
| |

Fil!Mod(G') +  Fil'Mod(G) « Fil'Mod(GY) « 0
| | |

FillMod(G®W) « Fil'Mod(H(n)) « Fil'Mod(GY) « 0
| |

Fil'!Mod(G®)) = Fil'Mod(G®),

et si on a la surjectivité de Fil'!Mod(H (n)) — Fil'Mod(G™¥), une chasse au
diagramme facile donne celle de Fil' Mod(G) — Fil'!Mod(G"). Comme pG” = 0,
le morphisme H(n) — GY se factorise par un épimorphisme H (1) — G dont
on note G® le noyau, on a un diagramme commutatif de suites exactes dans

(p-Gr/Ok):

@)

0
T T
0o — GO - H(1) — G — 0
T 1 I
0 — G¥ — Hn) — G{ — 0
T T
Hn—-1) = H(n-1)
T T
0 0

qui donne un diagramme commutatif de suites exactes de S-modules:
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0 0
! 1
0 «—  Fil'Mod(G®) —  Fil'Mod(H(1)) « Fil'Mod(GY) « 0
1 ! l
Fil' Mod(G™®) —  Fil'Mod(H(n)) « Fil'Mod(GY) +« 0
1 1
Fil'Mod(H(n —1)) = Fil'Mod(H(n — 1))
1
0,

ou les surjectivités proviennent du premier cas et de (4.2.1.2). Une chasse au
diagramme donne alors la surjectivité de Fil!Mod(H (n)) — Fil!Mod(G®).

Cas général. On part d’une suite exacte 0 - G’ — G — G” — 0 quel-
conque dans (p-Gr/Ok) et on note G”(1) I'adhérence schématique (au sens
[Ra, 2.1]) du noyau de la multiplication par p sur G” et G = G /G"(1). Soit
G®) le produit fibré G xgr G”(1), comme G s’insére dans une suite exacte
0— G — GB = G"(1) — 0, il est représentable dans (p-Gr/Of) et on a un
diagramme commutatif de suites exactes dans (p-Gr/Of):

0 0
T T
0 - G"(1) - @ — G®» — 0
1 T |
0 - GB® - @ - G®» = 0
T T
G =G
T 7
0 0

qui donne un diagramme commutatif de suites exactes de S-modules:

0 0
| !

Fil'!Mod(G"(1)) « Fil'Mod(G") « Fil'Mod(G?®) «— 0
| ! |

Fil'Mod(G®) « Fil'Mod(G) « Fil'Mod(G?) « 0
| !

Fil'Mod(G’) = Fil'Mod(G")
|
0,

ol la surjectivité provient du deuxieme cas. Il suffit donc de montrer la surjec-
tivité de Fil'Mod(G) — Fil!Mod(G®)) et on est ramené & la situation initiale
avec (G',G") remplacés par (G®),G?). On note alors G (1) I’adhérence
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schématique du noyau de la multiplication par p sur G, G® = G /G®?)(1)
et GO = G x 5@ GP(1), ete.: au bout d’un nombre fini d’itérations, on est
ramené a une situation type deuxiéme cas, d’ou le résultat. O

THEOREME 4.2.1.6.  Supposons p # 2, le foncteur Mod établit une
anti-équivalence de catégories entre la catégorie (p-Gr/QOk) et la catégorie
(Mod/S). Le foncteur Gr en est un quasi-inverse. De plus, cette (anti-)
équivalence préserve les suites exactes courtes des deux catégories.

Preuve. Par ce qui précede, il reste a montrer que les morphismes cano-
niques M — Mod(Gr(M)) et G — Gr(Mod(G)) sont des isomorphismes pour
tout M dans (Mod/S) et tout G dans (p-Gr/Ofk). Par (4.2.1.1) et (4.2.1.5),
si0 - M — M — M"” — 0 est une suite exacte dans (Mod/S) (resp.
0 — G' — G — G"” — 0 une suite exacte dans (p-Gr/Ok)), on a un diagramme
commutatif de suites exactes:

0 — M — M N M 0
! ! !
0 — Mod(Gr(M')) — Mod(Gr(M)) — Mod(GrmM")) — 0
0 — G’ — G — G" — 0
(resp. ! l ! )
0 — Gr(Mod(@)) — Gr(Mod(G@)) — Gr(Mod(G")) — 0

et par dévissage, on se ramene a montrer ces isomorphismes pour un objet tué
par p, ce qui est fait dans (3.3). O

4.2.2. p-groupes dont le noyau de p" est plat pour tout n et groupes
p-divisibles. On commence par un lemme d’algebre linéaire:

LEMME 4.2.2.1.  Soit M un S-module tel gu’on ait des isomorphismes de
S-modules: M/pM ~ (S8/pS)? et pM ~ &% S/p™ S (d,d',n; € N*). Alors
on a aussi M ~ @;c;S/p"S.

Preuve. C’est la méme qu’en [Br3, 2.3.1.1] en remplagant le S de [Br3]
par le S “ramifié” du présent article, ce qui ne change pas les arguments. [

LEMME 4.2.2.2.  Soit G un objet de (p-Gr/Ok) tel que
G(1) =Ker(p: G — G)

est plat et soit M = Mod(G), alors pFil'l M = Fil'! M N pM, Mod(G/G(1)) ~
(pM, pFil* M, ¢1) et Mod(G(1)) ~ (M /pM, Fil! M /pFil! M, ¢1).

Preuve. On a une suite exacte dans (p-Gr/Ofg): 0 — G(1) - G & @
d’on, par (4.2.1.5), une suite exacte dans (Mod/S): Mod(G) & Mod(G) —
Mod(G(1)) — 0 qui entraine Fil! M /pFil! M < M /pM. Le reste est clair. [
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COROLLAIRE 4.2.2.3.  Soit G un objet de (p-Gr/Ok) dont le noyau de
la multiplication par p™ est plat pour tout n, alors Mod(G) est un objet de
(Mod FI1/S).

Preuve. On fait une récurrence sur la (plus petite) puissance n de p qui
annule G: c’est évidemment vrai pour n = 1 par (3.3.7). Par (4.2.2.2) et
I’hypothese de récurrence, pMod(G) ~ Mod(G/G(1)) est dans (Mod FI/S) et,
par le cas n = 1, Mod(G)/pMod(G) ~ Mod(G(1)) est aussi dans (Mod FI/S),
d’ou le résultat par (4.2.2.1). O

On rappelle que si M est un objet de (ModFI/S), (p" M, p"Fill M, ¢;)
et (M/p" M, Fil! M /p"Fil' M, ¢;) sont encore des objets de (Mod FI/S) pour
tout entier r > 1 (cf. 2.1.1.3).

LEMME 4.2.2.4.  Soit M un objet de (ModFI/S) et G = Gr(M), alors,
pour tout entier r > 1, G(r) = Ker(p” : G — G) est un objet de (p-Gr/Ok) et
Mod(G(r)) ~ M/p" M dans (Mod F1/5).

Preuve. La suite 0 — p M — M — M/p"M — 0 est exacte dans
(Mod/S), d’ou une suite exacte dans (p-Gr/Ok) par (4.2.1.1):

0— Gr(M/p" M) — Gr(M) — Gr(p" M) — 0.

Soit M(®") le noyau de la multiplication par p” sur M muni des Fil' et ¢;
induits, la méme démonstration qu’en [Br3, 2.3.1.2] & partir de (2.1.1.3) (voir
2.1.1.4) montre que M®") est encore un objet de (ModFI/S), on a donc une
suite exacte dans (ModFI/S): 0 — M®) — M — p’M — 0 qui induit
une injection par (4.2.1.1) Gr(p"M) — Gr(M) d’ou une suite exacte dans

(p-Gr/Ok): 0 — Gr(M/p" M) — Gr(M) N Gr(M) qui donne le résultat. O
On a donc démontré:

THEOREME 4.2.2.5.  Supposons p # 2, ’anti-équivalence de catégories
(p-Gr/Ok) = (Mod/S) (4.2.1.6) induit une anti-équivalence de catégories
entre la sous-catégorie pleine de (p-Gr/Of) formée des schémas en groupes
dont le noyau de la multiplication par p™ est plat pour tout n et la sous-catégorie

pleine (Mod FI/S) de (Mod/S) formée des modules “a Facteurs Invariants”.

Remarque 4.2.2.6. Sie < p—2, tout p-groupe fini et plat satisfait la con-
dition ci-dessus de platitude des noyaux ([Ra, 3.3.6]) et la catégorie (Mod F1/5)
se retrouve dans ce cas équivalente a la catégorie (Mod/S), et méme abélienne
(voir aussi Remarque 2.1.1.6).

Rappelons ([BBM, 3.3.8]) qu’un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon
n > 2 est un objet de (p-Gr/O ) annulé par p" tel que pour tout r € {0,...,n},
Ker(p"™" : G — G) = Im(p” : G — G) (par exemple, si A est un schéma



540 CHRISTOPHE BREUIL

abélien sur Ok, A[p"] = Ker(p™ : A — A) est un groupe de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon n pour tout n > 2). Cela entraine que le noyau de la mul-
tiplication par p" sur G est plat pour tout r et que la bigebre de G est un
Ox-module libre de rang p™® pour un entier d appelé hauteur de G. De ce qui
précede et de (3.1.1) et (3.2.5), on déduit par un dévissage facile:

COROLLAIRE 4.2.2.7.  Supposons p # 2, I’anti-équivalence de catégories
(p-Gr/Ok) = (Mod/S) induit une anti-équivalence de catégories entre la
sous-catégorie pleine de (p-Gr/Of) formée des groupes de Barsotti- Tate
tronqués d’échelonn > 2 et de hauteur d et la sous-catégorie pleine de (Mod/.S)

formée des S,,-modules libres de rang d.

Soit H = U,en+«H(n) un groupe p-divisible sur Spec(Og) et M,, =
Mod(H(n)). On pose M = lim M,,, muni de Fil' M = limFil'’M,, et de

n

é1 : Fil'M — M induit par ¢ : Fil' M,, — M,,.
LEMME 4.2.2.8. M est un module fortement divisible (2.1.1.8).

Preuve. De (4.2.2.7), on déduit que M,, est un S,-module libre de type
fini et M,,_1 ~ M, /p" "1 M,,, d’ou le fait que M est un S-module libre de type
fini. Si z € M est tel que pz € Fil' M, on a pour tout n > 2, pz € pFil' M,
puisque pFil'l M,, = pM,, N Fil'M,, (4.2.2.2), dott T € Fil' M,,_1pour tout
n € N*; ie. ¢ € Fil! M. On en déduit un isomorphisme Fil'! M /pFill M =
Fill M;. Comme ¢1(Fil!M;) engendre M; sur S; par (3.3.7), un dévissage
facile utilisant la complétude de M pour la topologie p-adique montre que
¢1(Fil' M) engendre M sur S. O

THEOREME 4.2.2.9.  Supposons p # 2, le foncteur:

o (@ Mod(H (n)), lim Fil' Mod(# (n)), lim ¢1)
étadblit une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des groupes
p-divisibles de hauteur d sur Spec(Ok) et la catégorie des modules fortement
divisibles de rang d. Le foncteur:

M = UpensGr(M/p" M)
en est un quasi-inverse.

Remarque 4.2.2.10. Lorsque e = 1, il y deux manieres (équivalentes)
de retrouver la classification originale de Fontaine-Laffaille. La premiere con-
siste & utiliser [Br3, 2.3.1.2] qui montre que (Mod/S) = (ModFI/S), puis
[Brd, 4.4.1] qui montre que le foncteur naturel de la catégorie de Fontaine-
Laffaille M FY:! dans la catégorie (Mod/S) est une équivalence ('opérateur N
ne jouant aucun role dans la preuve). La deuxiéme consiste a reprendre toutes
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les démonstrations de cet article en remplacant la base E, = Spec(W,(u))
par la base Spec(W,,) (ce qui les rend plus simples !). On voit que les deux
manieres sont équivalentes en passant d’'une base a ’autre par la fleche évidente
de Wy-algebres: W,, — W, (u) ce qui revient, du c6té modules, & tensoriser
par W, (u) et prendre les structures “produit tensoriel”.

Remarque 4.2.2.11. On peut bien sir choisir d’autres relevements du
Frobenius sur S que ¢(u) = uP (qui a été choisi pour simplifier les calculs).
Attention cependant qu’un relevement quelconque ne marche pas toujours (du
moins si 'on veut garder des objets de /(Mod/S)). Par exemple, si e = 1,
T =pet ¢(u) = uP +p, on a p1(u—p) = Yp(u) ¢ S* et ce relevement ne
convient pas. Par contre, tout relevement de la forme ¢(u) = uP(1+ ps(u)) ou
s(u) € S marche.

Remarque 4.2.2.12. Les amateurs de log-structures pourront s’essayer a
rajouter un opérateur de monodromie N sur les objets de (Mod/S), dans le
style de [Br3], et voir si 'on peut étendre les équivalences ci-dessus en rem-
placant les catégories de schémas en groupes par des catégories convenables de
“log-schémas en groupes” au sens de Kato ([Ka]).

Remarque 4.2.2.13.  On peut également se demander si ces équivalences
ne se “faisceautisent” pas sur des bases plus générales que O, par exemple
des bases lisses sur Ok. Le cas O = W a été fait avec cette généralité par
Faltings ([Fal, 7.1]).

5. Groupes p-divisibles et modules faiblement admissibles

On montre que pour k C F,, et p # 2 toute représentation cristalline de
Gal(K/K) & poids de Hodge-Tate entre 0 et 1 provient dun groupe
p-divisible sur O et que certains (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles
de Fontaine sont admissibles.

5.1. Quelques rappels. On renvoie & [Fo5| pour tout ce qui concerne les
représentations semi-stables et cristallines et les (¢, N)-modules filtrés. Rap-
pelons simplement qu'un (¢, N)-module filtré D est dit faiblement admissible
si, pour tout sous-module D’ de D stable par ¢ et N et muni de la filtration
induite, le polygone de Hodge de D’ est en dessous du polygone de Newton et
si pour D ces deux polygones ont de plus mémes extrémités. Le (¢, N)-module
filtré est dit admissible s’il “provient” d’une représentation semi-stable. Colmez
et Fontaine viennent de montrer que ces deux notions sont équivalentes ([CF]).
Nous redémontrons ci-dessous (différemment) une partie de ce résultat.
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On reprend l'anneau S de (2.1.1) en enrichissant ses structures: on le
munit de 'unique W-dérivation N continue pour la topologie p-adique telle
que N(u') = —iu’ et, pour r entier > 1, on définit Fil"S comme la complétion
p-adique de 'idéal engendré par les v; (E(u)) = % pour ¢ > r. On vérifie que
N¢ = poN, N(Fil"S) C FilI' 1S et, pour 0 < r < p — 1, ¢(Fil"S) C p’S. On
pose Sk, = S @w Ko et on étend par Kp-linéarité (ou semi-linéarité) toutes
ces structures a Sg,. On définit aussi ¥ = W]y, “;p]] C S: X est stable
par ¢ et N et on le munit de la filtration induite FiI"Y = ¥ N Fil"S. On
pose Y, = Ko @w X muni des ¢ et N déduits par extension des scalaires et
FﬂTEKO = Ko @w Fil"X.

Soit D un (¢, N)-module filtré tel que Fil®Dy = Dk et Fil't'Dyg = 0
avec 7 < p—1ou Dg = K ®g, D. On lui associe un Sk,-module filtré D
avec Frobenius ¢ et monodromie N de la facon suivante: D = Sk, ®g, D,
p=02¢, N=N®@Id+1d® N, Fi’D = D et, sii € N, Fil'™'D = {z ¢
D | N(x) € Fil'D et fr(z) € Fil'™ Dk} ott fr : D — Dg, s(u) @ x + s(m)x si
s(u) € Sk, et x € D. On pose également Dy, = X g, Qr, D C Sk, 9k, D =D
muni des structures induites par D (¢, N et filtration).

Définition 5.1.1.  Un pseudo-module fortement divisible de D (resp. de
Dy) est un sous-S-module M de D (resp. de Dy) stable par ¢ et N et vérifiant
les trois propriétés:

(1) M est de type fini sur S (resp. sur %),

(2) Ko ®@w M = D (resp. Dyx),

(3) p(MNFII'D) C p" M et %(M NFil"D) engendre M sur S (resp. sur
p
¥).

Nous étendons maintenant la définition 2.1.1.8 des modules fortement di-
visibles:

Définition 5.1.2.  Un module fortement divisible de D (resp. de Dy;) est
un pseudo-module fortement divisible de D (resp. de Dy;) qui est de plus libre
en tant que S (resp. 3)-module.

C’est bien une généralisation des modules considérés en (2.1.1.8) car:

PROPOSITION 5.1.3. (1) Tout module fortement divisible M au sens de
(2.1.1.8) peut étre muni d’un unique endomorphisme W-linéaire N tel que

N(sz) = N(s)z +sN(z) (s € S, v € M), Ngp = ¢N = 1p1 0 (E(u)N) et
N(M) C Yisy #;)!M (cf 2.1.1 pour q(i)!).
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(2) Pour M comme en (1) muni du N canonique, il existe un unique
¢-module filtré D tel que le Sk,-module D associé a D par la recette précédente
s’identifie, avec toutes ses structures, au module M Qw K.

Preuve. (2) est démontré dans [Br7, 6], on montre donc uniquement (1).
Prouvons 'existence de N. Soit (eq,...,eq) une base de M sur S telle que
Fill M = (&% Fil'Se;) @ (94, 115€;) (cf. 2.1.1.9). Notons z; = E(u)e; si
0<i<d etz =¢ sidi+1 <17 < d Puisque M est fortement di-
visible, (¢1(xi))1<i<d est encore une base de M sur S. Soit I le complété
p-adique de 'idéal de S engendré par les #;)! pour ¢ > 1, i.e. le noyau de la
surjection S — W qui envoie u et ses puissances divisées sur (. Définissons
No : M — M comme l'unique dérivation telle que No(¢1(z;)) = 0 pour
tout i (i.e., No(> sip1(xi)) = > N(si)pi(xi)). On a clairement No(M) C
IM. Définissons par récurrence N, : M — M pour n > 1 comme 'unique
dérivation telle que N, (¢1(z;)) = ¢(Np—1(x;)) pour tout i. On vérifie (par
récurrence) que (N, — Ny—1)(M) C ¢"(I) M ou ¢™(I) est le complété p-adique
de l'idéal de S engendré par les % pour i > 1. Comme ¢"(I) C (M S avec
i(n) — + oo quand n — + oo, N, converge pour la topologie p-adique vers
une dérivation N : M — M telle que N(M) C IM et No1(z;) = ¢(N(z5))
pour tout ¢, i.e. N¢1 = ¢N. L’unicité d’une telle dérivation est facile et est
laissée au lecteur (s’il y en a deux, considérer leur différence). O

Ainsi, les modules de (2.1.1.8) correspondent au cas particulier r = 1 et
N = 0 sur D dans la définition (5.1.2). Si on pense & M comme provenant
d’un groupe p-divisible sur Ok, D n’est autre que le module de Dieudonné de
ce groupe p-divisible. Dans [Br5], il est démontré le résultat suivant:

THEOREME 5.1.4 ([Brb, 2.3.2.5, 3.2.1.5, 3.2.4.8]). Soient D, D et Dy
comme au début de cette section. Si D est faiblement admissible, alors D
(resp. Dx) contient un pseudo-module fortement divisible. Si D (resp. Dx;)
contient un module fortement divisible, alors D est admissible.

Je conjecture que D et Dy contiennent toujours un module fortement
divisible des que D est faiblement admissible et FilP"! D = 0 (et k seulement
supposé parfait). C’est un théoreme si Fil" ™ Dg = 0 ot er < p—1 ([Br5, 1.3])
et aussi si Fil?Dy = 0 et k C F, comme conséquence de (5.3.2) et (4.2.2.9).

5.2. Modules faiblement admissibles et modules admissibles. Soit D un
(¢, N)-module filtré faiblement admissible tel que Fil’Dg = Dy et Fil' ™' Dy
= 0 avec r < p — 1. Soient D (resp. Ds) le Sk,-module (resp. ¥ g,-module)
associé a D, M un réseau de D stable par N et My = X ®uw M. Définissons
par récurrence pour ¢ entier positif ou nul M;;; comme le sous-X-module de
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Dy engendré par I%(M, NFil"Dy). Pour tout i, M, est stable par N car, si
x € M; NFil"Dy, on a E(u)N(z) € M; NFil" Dy, et:
p ¢ p

1 *
N )= WF(E(U)N(@) € Mis (é(T(uD =-em).

Par ([Brb, 3.2.3.2], M, est libre sur ¥ et Ky @y M;41 — Ds.

LEMME 5.2.1.  Supposons k C F,. Avec les notations précédentes,
Iensemble {S ®x; M;,i € N} est fini.

Preuve. Soit M un pseudo-module fortement divisible dans Ds; (cf. 5.1.4),
quitte a faire une homothétie sur M, on peut supposer p"°* M C My C M pour
un ng >> 0. Comme M est engendré par I%(M N Fil"Dy), on a encore pour
tout i: p"® M C M; C M. Soit N le sous-S-module de D engendré par M, il
suffit de montrer que I'ensemble {M;,i € N} est fini, ott M; désigne I'image
de M; dans N'/p™N. Remarquons que si 'on munit N'/p™N des Fil" et ¢,
quotients, on a M,y engendré par ¢,.(M; N Fil"(N/p™N)). Si k est fini,
le résultat est clair puisque les M; sont tous des sous-modules de I'image de
M @y X/p™Y dans N /p™ N, image qui n’a qu'un nombre fini d’éléments.
Si k C F, n’est pas fini, on peut toujours se ramener au cas d'un corps fini
en remarquant que dans N /p™ N, Fil", ¢, et My se définissent & partir d’un
nombre fini d’éléments de N /p™ N, ne faisant donc intervenir qu’un nombre
fini d’éléments de F,, c’est-a-dire une extension finie (suffisamment grande)
de F,,. O

Ezxemple 5.2.2. Supposons p # 2 et soient Ky une extension finie non
ramifiée de Q, et K = Ko[r] on 7?2 = p. Soit D = Kope; & Kpea avec
N(e1) = N(ez) = 0, ¢(e1) = ea, ¢p(e2) = pey, Fil’Dg = Dk, FillDy =
K(mey + e3) et Fil’Dy = 0: on vérifie que D est bien faiblement admissible
et que Fil'Dy, = Yk, (uer + ez) + (uPT2 — p)Dy. On choisit M = Wey @ Weg,
donc S ®x My = Se; & Seq. L’algorithme ci-dessus donne:

4
Son M, = S(el+%62)€9562,

u?P wP(P+2)
Sy My = Sleg +—e3) @ Seg ot wg = —1+uP +
pwa p

e S*,

S on M S uP g wPP—1) wP2pt1)
® = e1+ —e2) @ Sepg ouwg =1— +
» Ms (e1 s 2) 2 3 1 p® —1)

2p
S@sMs = Sler+ ——e3)@® Ses = S @5 Mo,
pw2

e S*,
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Un calcul montre que S ®x», Mg + S ®x M3z = Sey + Sea + 5%62 C D est un
pseudo-module fortement divisible. Il n’est clairement pas libre.

Remarque 5.2.3. Le lemme (5.2.1) est trivialement faux (en général) si
on enleve ’hypothese k C Fp.

THEOREME 5.2.4.  Supposons k C F,, et soit D un (¢, N)-module filtré
faiblement admissible tel que Fil°(D@ g, K) = D@k, K et FilP (DR, K) = 0,
alors D est admissible.

Preuve. Soit N; = S @y M;. Comme S = ¥ + Fil"S ([Brb, 3.2.1.1]) et
o(Fil"S) C p"S, on voit que N1 est encore le sous-S-module de D engendré
par I%(./\/; N FilI"D). Par (5.2.1), lalgorithme N; — N;y1 se résume donc a
M —- Ny = -+ = Ng = N, pour un C >> 0 et un ip € {1,...,C}.
Quitte & partir de NV, au lieu de Nj et & changer la numérotation, on a donc
N =Ny — - = Ng = Nip. Soit DO =Da D@ @D (C fois) muni de
Fil"Dg(C) =Fil'Dg @ Fil'Dg & - -- @ Fil' D, de N défini par

N(di & &dc)=N(d)® - & N(dc)
et de ¢ défini par

¢(d1©de @ - D do) = ¢(do) © ¢(d1) © -+ © d(do—1).

On vérifie que N¢ = ppN de sorte que D(©) est encore un (¢, N)-module filtré
avec FilODE(C) = D%C) et F ﬂ’"HDgg) = 0. Soit D) le Sy,-module filtré associé
a D© . Comme la filtration sur D ne dépend que de N et de la filtration sur
D, on voit que si on oublie le Frobenius: D) ~ D@ --- @ D en tant que
(N, Sk, )-module filtré. 1l est alors clair que N7 @ - -+ ® N est un S-module
fortement divisible de D) et donc que D(©) est admissible par (5.1.4). Par
ailleurs, on a une surjection s : D() — D de (¢, N)-modules filtrés définie par
s(di@---@dc) =di1+---+deo. Comme D est faiblement admissible, le noyau
de cette surjection est faiblement admissible ([Fob, 4.4.4.iii]), donc admissible

([Fob, 5.6.7.vii]), d’ott on déduit que D est admissible. O

5.3. Groupes p-divisibles et modules faiblement admissibles. Rappelons
que Acis = <li_mI/Vn(Of/pOf)DP (cf. [FM, 1.1.3]), BL.. = Auis @ Ko et

cris
s B:{R ce qui permet de munir
K @k, B, de la filtration induite par B, (voir [Fo6, 4.1]).

qu’on a une injection canonique K ®j, B

LEMME 5.3.1.  Soit D un ¢-module filtré faiblement admissible tel que
Fil’Dyi = Dg et Fil?Dg = 0. Soit D son Sk,-module associé et supposons
que D contienne un module fortement divisible M. Soit H le groupe p-divisible

associé a M par (4.2.2.9) (en oubliant I’opérateur N), alors T,H ®7, Q,
+

~ Hom(¢7Fi11)(D,Bcris) ou ['indice signifie qu’'on prend les applications
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Ky-linéaires qui commutent au Frobenius et respectent le Fil' apres extension
des scalaires a K.

Preuve. Soit Aegs = (h_mOflr;?(O?) En utilisant la formule précédente

pour Agis et un argument similaire & la preuve de (2.3.2), on voit que fTC;S
s’identifie au complété pour la topologie p-adique de Acris[(“;ﬂ)l]ieN ol 7 est

iemes

un élément de A fabriqué a partir d’un systéme compatible de racines p™

de 7 (cf. [Brb, 2.2.2]). Par ailleurs, on a un plongement naturel Acis-linéaire

(u—m)* (u—m)"
g sur ——— (!).

de frc; dans 'anneau 1/4; de [Brb, 2.2.2] en envoyant
On s’en sert pour munir A.is de la filtration et du Frobenius induits. En

particulier, (“_i,ﬂ)z € FillAgse. Si H = (H(n))peN, on a par construction du

foncteur en (4.2.2.9) et (4.2.1):
T,H :<li_mH(n)((9f) = <h_mHom(¢17Fill)(M/pnM7O'(r:zl:i;(of))
~ Hom(¢17Flll) (M, Acris)

ou l'indice signifie qu’on prend les applications S-linéaires qui commutent a

¢1 et respectent le Fil'. Donc T,H ®z, Qp =~ Hom((ﬁ,Fﬂl)(D,@s[%]). En
utilisant la bijectivité du Frobenius sur D et le fait que ¢(u — 7)) = uP — =P,

on vérifie que se donner un élément de Hom,, g1y (D, Acris[%]), c’est se donner
+

cris

que I'application Sg,-linéaire qu’on en déduit de D = Sk, ®k, D dans /TC:S[%]

une application f de D dans B. Kj-linéaire et compatible au Frobenius telle

est compatible au Fil'. Mais on a un diagramme commutatif:

Id® Yo
SKO ®K0 —]: SKO ®K0 Acris[%] — Acris[%]
fﬂ' l l fﬂ' i f‘rr
Id
K ®K0 ;8)]: K ®K0 B(—:tis - B;R

ot les fleches verticales envoient u sur m et on vérifie que = € Fil! (Acris[%])

(resp. x € Fil'(Sk, ®k, D)) si et seulement si fr(z) € Fil' Bl (resp. fr(z) €
Fill(K @k, D)). 1l est donc équivalent d’étre compatible au Fil' en haut ou
en bas, d’ou le résultat. O

THEOREME 5.3.2.  Supposons p # 2, k C F,, et soit V une représentation
p-adique cristalline de Gal(K /K) a poids de Hodge- Tate entre O et 1. Alors il
eziste un groupe p-divisible H sur Ok tel que V ~T,H @7 Qp ou TpH est le
module de Tate de H.

Preuve. Soit V une représentation cristalline comme dans l’énoncé et
D = Homgq(V, B:;is) son module filtré admissible associé. On reprend la
preuve du théoreme (5.2.4) avec ce D: d’apres (5.1.4) le module D) est
admissible, d’apres (4.2.2.9) le module fortement divisible N7 & - - & N¢ cor-

respond & un groupe p-divisible sur O, et d’aprés (5.3.1) la représentation
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cristalline V(©) = Hom 4 gy (DY), BE,) que la théorie de Fontaine associe au
module admissible D(©) est le module de Tate tensorisé par Q, de ce groupe
p-divisible. Mais V est naturellement une sous-représentation de V(©), donc V
est aussi le module de Tate tensorisé par Q, d'un groupe p-divisible sur Ok par
[Ra, 2.1 et 2.3.1] ou [Ta, Prop. 12]. O

On a donc finalement, puisque le module de Dieudonné d’un groupe
p-divisible est toujours faiblement admissible:

COROLLAIRE 5.3.3.  Supposons p # 2 et k C F,. Le foncteur “module
de Dieudonné” induit une (anti-)équivalence de catégories entre les groupes
p-divisibles sur Ok o isogénie pres et les ¢p-modules filtrés faiblement admis-
sibles D tels que Fil°(D @k, K) = D ®, K et Fil>(D @k, K) = 0.

Signalons enfin le corollaire:

COROLLAIRE 5.3.4.  Supposons p # 2 et k C Fp. Soient A une variété
abélienne définie sur K et V,(A) son module de Tate tensorisé par Q. Alors
A a réduction semi-stable (resp. bonne réduction) sur Ok si et seulement si
V,(A) est une représentation semi-stable (resp. cristalline) de Gal(K/K).

Preuve. Les implications “A a réduction semi-stable (resp. bonne réduc-
tion) entraine V),(A) est une représentation semi-stable (resp. cristalline)” sont
classiques et bien connues (et dues & Fontaine). Soit T),(A) le module de Tate
de A et supposons V,(A) cristalline, alors par (5.3.2) et [Ra, 2.1, 2.3.1], T,(A4)
provient d’un groupe p-divisible sur Ok et par (SGA7 exposé IX cor.5.10) A

7

a bonne réduction sur Og. Supposons V,(A) semi-stable non cristalline et
soit D le module admissible & pentes positives associé a V,(A). Comme V),(A)
n’est pas cristalline, 'opérateur N sur D est par définition non nul et comme
les pentes du Frobenius sur D sont entre 0 et 1, on vérifie facilement que les
pentes sur N (D) sont toutes nulles et que N?(D) = 0. Par la condition de
faible admissibilité, Fil'(N (D) ®x, K) = 0 et N(D) est admissible, donc aussi
D/N(D). Soit V' C V,(A) la sous-représentation cristalline correspondant
a D/N(D), alors V,(A)/V' correspond & N (D) et est aussi cristalline. Soit
T = V' NTy(A), alors par (5.3.2) et [Ra, 2.1, 2.3.1], T et T,,(A)/T" sont
les modules de Tate de groupes p-divisibles sur Ok et par (SGA7 exposé IX
prop.5.13.c) A a réduction semi-stable sur O-. O

Remarque 5.3.5. Le corollaire ci-dessus était déja connu (pour k par-
fait et p quelconque) dans le cas e < p — 1 comme conséquence de [Lafl] et
dans le cas de bonne réduction ([Mo] si A est potentiellement un produit de
jacobiennes, [CI] pour le cas général de bonne réduction).
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